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Ce  cours,  résultat  général  de  tous  mes  travaux  de- 
puis ma  sortie  de  l'École  Polytechnique  en  1816,  fut 
ouvert  pour  la  première  fois  en  avril  1826.  Après  un 
petit  nombre  de  séances,  une  maladie  grave  m'em- 
pêcha, à  cette  époque,  de  poursuivre  une  entreprise 
encouragée,  dès  sa  naissance^  par  les  suffrages  de 
plusieurs  savans  du  premie;r  ordre ,  parmi  lesquels  je 
pouvais  citer  dès-lors  MM.  Alexandre  de  Bumboldt, 
de  Blainville  et  Poinsot ,  membres  de  l'Académie  des 
Scieoces,  qui  voulurent  bien  suivre  avec  un  intérêt 
soutenu  l'exposition  de  mes  idées.  J'ai  refait  ce  cours 
en  entier  l'hiver  dernier,  à  partir  du  4  janvier  1829, 
devant  un  auditoire  dont  avaient  bien  voulu  faire 
partie  M.  Fourier ,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie 
des  Sciences ,  MM.  de  Blainville ,  Poinsot ,  Navier, 
membres  de  la  même  Académiç,  MM.  les  professeurs 
Broussais,  Esquirol,  Binet,  etc. ,  auxquels  je  dois  ici 
témoigner  publiquement  ma  reconnaissance  pour  la 
manière  dont  i)t  ont  accueilli  cette  nouvelle  tentative 
philosophique. 

Après  m'être  assuré  par  de  tels  suffrages  que  ce 
cours  pouvait  utilement  recevoir  une  t>lus  grande 
publicité ,  j'ai  cru  devoir,  à  cette  intention ,  l'exposer 
cet  hiver  à  l'Athénée  royal  de  Paris,  où  il  vient  d'être 
ouvert  le  9  décembre.  Le  plan  est  demeuré  coraplè- 
temeot  le  même;  seulement  les  convenances  de  cet 
établissement  m'obligent  à    restreindre  un  peu  les 
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(Icvclappemeri!)  iIc  mou  LX)tir!i.    Ils   se  irouveni  loui 
entiers  dans  la  pubticatioK  qoc  je  bus  anjourd'imi  • 
de  mes  le(oiis,    telles  (|u"elles  ont  eu  lien    raiinire 
I  lumière. 

Poui'  compléter  cette  notice  historique,  il  est  con- 
vcuablc  de  faire  observer,  relativement  à  quelques- 
unes  des  idées  fondamentales  exposées  dans  ce  cours, 
qnc  je  les  avais  présentées  antérieurement  dans  U 
prcBitère  partie  d'un  ouvrage  intitulé  Système  dr 
potitique  positiec,  imprimée  à  cent  exemplaires  en 
laaî  1833,  et  réimprimée  ensuite  en  avril  1834,  i 
an  nombre  d'exemplaires  plus  considérable.  Celte 
première  partie  n'a  point  encore  été  fvrmellement 
publiée,  mais  seulement  communiquée,  par  la  voi« 
ttu  l'impression ,  h  un  {^nind  nombre  de  savans  et*<l« 
pliilosoplies  européens.  Elle  ne  sera  mise  définitive- 
ment eu  circulation  qu'avec  la  seconde  partie,  (]ue 
j'espère  pouvoir  faire  paraître  A  la  6n  de  l'année  i83o- 

J*ai  cru  nécessaire  de  constater  ici  la  puliliciié  effec- 
tive de  ce  premier  travail,  parce  que  quelques  idées 
offrant  une  certaine  analogie  avec  une  partie  de* 
miennes  ,  se  trouvent  exposées ,  sans  aucune  mention 
de  mes  recliercbes ,  dans  divers  ouvrage»  publiés  po<- 
lérieurcment,  surtout  en  ce  qui  tonceme  la  rénova- 
tion des  théories  sociales.  Quoique  des  esprits  diffé- 
rens  aient  pu,  sans  aucune  coinmunicMion  ,  comiae  le 
montre  souvent  l'histoire  de  l'esprit  humain  ,  arrîvci 
séparément  à  des  conceptiorK  analogues  en  s'occMpaut 
d'une  inËme  classe  de  travaui ,  je  devais  néanmoins 
insister  sur  l'antériorité  réelle  d'un  ouvrnjic  peu  connu 
du  public,  afin  qu'on  ne  suppose  pas  que  j'ai  puisé 
le  germe  de  certaines  idées  dans  des  écrits  qtii  sont, 
au  contraire,  plus  récens. 

Plusieurs  personnes  m'ayaiti  âi:}\  demandé  quel- 
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i^UL-3  eclaircisscincns  rolativement  au  titre  de  ce  cours, 
jecroÎ9  utile  irintiiqucr  ici ,  à  ce  sujet,  une  explication 
sonmaire. 

L'cxpreseioii  philosophie  positive  étant  constam- 
ment employée,  dans  toute  l'étendue  de  ce  cours, 
«uirant  une  acception  rigoureusement  invariable,  il 
ui'a  paru  superflu  de  la  définir  autrement  que  par 
Tosage  uniforme  que  j'en  ai  toujours  fait.  La  pre^ 
uiière  leçon  ,  en  particulier ,  peut  être  regardée  tout 
ntière  comme  le  développement  de  la  définition 
eiacte  de  ce  que  j'appelle  la  philosophie  positive.  Je 
regrette  néanmoins  d'avoir  été  oblif^é  d'adopter ,  à 
défaut  Ae.  tout  autre,  un  teime  comme  celui  de  phi- 
losophie ,  qui  a  été  si  abusivement  employé  dans 
jne  multitude  d'acceptions  diverses.  Mais  l'adjectif 
j}rts}ti\*e  |iar  Icjucl  jVn  modifie  le  sens  me  paraît  suf- 
fire pour  lain:  dispaiaitiv  .  mrmu  au  premier  abord  , 
muu*  t-ij»ivoque  essenticlU' ,  tliez  ceux,  du  moins, 
^ui  cl!  connaissent  bien  l;i  vnicnr.  Je  me  liornerai 
■.lojji  ,  djns  cet  avertissement ,  ;'i  déclarer  que  j 'emploie 
!c  \\\oX.  philosophie  dans  racce[>tion  que  lui  donnaient 
le-î  ancienN  ,  et  parliculièrenirnl  Aiislote,  comme 
l'>i,:tia!it  le  système  général  iles  conci-plions  biimai- 
•it<  ,  et.  en  ajoutant  le  mot  />f>v/7#\'r,  j'annonce  (jiic 
••  Lonsidère  cette  manièii-  spéciale  de  philosopher  ([ui 
.'■•iisiste  \  envisager  les  théories,  dans  qneh[ue  ortire 
l'idees  (jne  ce  soit ,  comme  ayant  pour  objet  la  coor- 
■  iiiiaiion  des  faits  observes,  ce  qui  constilue  le  troi- 
Mviiie  et  dernier  état  de  la  philosophie  générale, 
prtinilivemenl  tliéologiqiie  et  ensuite,  métaphysique, 
linsi  que  je  l'explique  dès  la  première  le^:on. 

Il  y  a,  sans  doute,  beaucoup  d'anilo{;ie  entre  n\a 
lihiloiophic  posiliw  et  ce  cjue  les  savaus  anj;lai.s  eii- 
iendent,  depuis  Newton  >nrtout  .  par  ithilosophit-  tui- 
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lurelle.  MaU  je  n'ai  pas  dû  choisir  cette  demide  de-' 
Qominatioa ,  non  plus  fjue  celle  de  philosophie  des  , 
sciences  c{uî  serait  peuW>tre  encore  plus  précise ,  parte 
que  l'une  et  l'autre  ne  5'entcndent  pas  encore  de  tous 
les  ordres  de  plicnomènes ,  tandis  que  la  philosophie 
poiitii'e,  dans  laquelle  je  comprends  l'étude  des  plic- 
nomènes sociaux  aussi  bien  que  de  tous  les  autres, 
désigne  une  manière  uniforme  de  raisonaer  applicable 
à  tous  les  sujets  sur  lesquels  l'esprit  humain  peut 
s'esercer.  En  outre,  l'expression /j^iVo.ctTp Aie  naturelle  ^ 
est  usitée,  en  Angleterre,  pour  désigner  l'ensemble 
des  diverses  sciences  d'observation,  considérées  jus- 
que dans  leurs  spécialités  les  plus  détaillées;  au  lieu 
que  par  philosophie  positive ,  comparé  à  sciences  po- 
tilivfs ,   j'entends  seulement  l'étude  propre  des  gé- 
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S^iMMAiRB.  Ëipositioli  du  but  de  re  cours  ,  ou  considérations 
géntirales  sur  In  nature  pt  Tiniportancc  de  b  pliilosopliie  po- 
sitive. 


L  objet  de  celte  première  leçon  est  d'exposer 
nettement  le  but  du  cours  ,  c  est--à-dirc  de  dé- 
tenniner  exactement  l'esprit  dans  lequel  seront 
considérées  les  diverses  branches  fondamentales 
de  la  philosophie  naturelle  ,  indiquées  par  le  pro 
gramme  sommaire  que  je  vous  ai  présenté. 

Sans  doute 9  la  nature  de  ce  cours  ne  saurait 
élre  complètement  appréciée ,  de  manière  à  pou- 
voir sen  former  une  opinion  déiinilive ,  que 
lorsque  les  diverses  parties  en  auront  été  succes- 
sivemient  développées.  Tel  est  rinconvéïiienl  ordi- 
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tiaire  <le.s  dëûnilioii»  relatives  à  des  syslèmes 
d'idées  très-éicjulijs,  <[uaud  elles  eu  precèdeat 
l'exposition.  Mais  les  généralités  peuvent  être 
conçues  sous  deux  aspects,  ou  comme  aperçu 
d'une  doctrine  à  établir  ,  ou  comme  résumé  d'uuc 
doctrine  établie.  Si  c'est  seulement  sous  ce  der- 
nier point  de  vue  qu'elles  acquièrent  imite  leur 
valeur,  elles  nVn  ont  pas  moins  déjà,  sous  le 
premier,  uneexU'ème  importance,  en  caractéri- 
saui  dès  l'origine  le  sujet  à  considérer.  La  cir- 
conscription  générale  du  clianip  de  nos  recher- 
ches, tracée  avec  toute  la  sévérité  possible,  est, 
pour  notre  esprit ,  un  préliminaire  jjarliculière- 
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car  une  conception  cpidconque  ne  peut  être  bien 
connue  que  par  son  histoire. 

En  étudiant  ainsi  le  développement  total  de 
rintelligence  humaine  dans  ses  diverses  sphères 
d'activité  ,  depuis  son  premier  essor  le  plus  sim- 
ple jusqu'à  nos  jours ,  je  crois  avoir  découvert  une 
•grande  loi  fondamentale ,  à  laquelle  il  est  assu- 
jéli  par  une  nécessité  invariable  y  et  qui  me  sem- 
ble pouvoir  être  solidement  établie ,  soit  sur  les 
preuves  rationnelles  fournies  par  la  connaissance 
de  notre  organisation  ,  soit  sur  les  vérifications 
historiques  résultant  d'un  examen  attentif  du 
passé.  Cette  loi  consiste  eu  ce  que  chacune  de 
nos  conceptions  principales  ,  chaque  branche  de 
nos  connaissances^  passe  successivement  par  trois 
étals  théoriques  différens  :  1  état  théologique ,  ou 
fictif;  l'état  métaphysique,  ou  abstrait;  l'état 
scientifique^  ou  positif.  En  d autres  termes  ,  les- 
prit  humain,  par  sa  nature,  emploie  successive- 
ment dans  chacune  de  ses  recherches  trois  mé- 
thodes de  philosopher,  dont  le  caractère  est 
essentiellement  différent  et  même  radicalement 
opposé:  d'abord  la  méthode  théologiquo,  ensuite 
la  méthode  métaphysique .  et  eniin  la  mélhode 
positive.  De  là  y  trois  sortes  de  philosophies,  ou 
de  systèmes  généraux  de  conceptions  sur  lenscm- 
blo  des  phénomènes,  qui  s'excluent  nuîluellemenl  : 
la  première  est  le  point  de  départ  nécessaire  de 

I  • 
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l'iuttJlif^-occ  liiiluaiiie  ;  ht  Uoisièm? ,  aon ëtat  ûx(- 
et  dcûiiitit':  la  sccot»let>»luuiquuitiont  deNtiiit-eà 
wi-VJrde  Irausitioti. 

Dans  rélal  Uiéologiqiic,  l'esprit  humain  diri- 
<(«ant  csseulkllaiieiil  ses  recherches  vers  In  na- 
turft  ititjuje  des  ètreH  ,  les  causes  premières  cl  fî- 
ilflles  de  loijN  les  eircLs  qui  le  frappent,  en  un 
uiot,  vers  les  connaissances  absolues,  se  rrpré- 
M'Jite  IcA  phénomènes  comme  produits  par  l'aclion 
directe  et  continue  d'at;etis  surualiircls  plus  ou 
moins  iioQibi'eux  ,  doul  l'iuierveutiou  iirbitraire 
explique  luulea  les  aaumaltes  apparentes  de  l'u- 
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raiflcmnenient  et  de  l'observation ,  leurs  lais  efîec- 
tives  f  c'est*à-dire  leurs  relattous  invariables  de 
succession  et  de  similitude.  L'explication  des  faits , 
réduite  alors  à  ses  termes  réels ,  n'est  plus  désor- 
mais que  la  liaison  établie  entre  les  divers  phéno- 
mènes particuliers  et  quelques  faits  généraux  y 
dont  les  progrès  de  la  science  tendent  de  plus  en 
|>Ius  à  diminuer  le  nombre. 

Le  système  tbéologique  est  parvenu  h  la  plus 
haute  perfection  dont  il  soit  susceptible ,  cpiand 
il  a  substitué  l'action  providentielle  d'un  être 
unique  au  jeu  varié  des  nombreuses  divinités  in- 
dépendantes qui  avaient  été  imaginées  primitive- 
ment. De  mémo ,  le  dernier  terme  du  syslènR' 
métaphysique  consiste  à  concevoir,  au  lieu  des 
différentes  entités  parliculii'res ,  une  seule  gran<I(î 
entité  générale,  la  naliirvy  en visafi;ée  comme  hi 
source  unique  d(î  tous  les  phénomènes.  Pareille- 
ment, la  perfection  du  systèm^î  positii ,  vers  la- 
quelle il  tend  sans  cesse,  quoi([u'il  soit  très-pro- 
bable qu'il  ne  doive  jamais  latteindrc,  serait  de 
pouvoir  se  représenter  tous  h*s  divers  phénomcnos 
ohservables  comme  des  cas  particuliers  d'un  seul 
fait  général^  tel  que  celui  de  la  gravitation  ,  par 
exemple. 

Ce  n'est  j)as  ici  le  lieu  de  démonlrer  spéciale- 
ment c<»tle  loi  fondamentale  du  développement 
de  l'esprit  humain,    et   d'en  déduire   les  eoiisé- 
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queiices  les  plus  importaDtes.  Nous  en  liaitcroiis 
«tircctement ,  avec  toute  l'extension  convenable  . 
«lana  la  partie  de  ce  cours  relative  à  IVtude  des 
phenonniiies  sociaux  (i).  Je  nelaconsiilère  main- 
tenant que  pour  déterminer  avec  précision  le  vé- 
ritable caractère  de  la  philosophie  positive,  par 
opposition  aux  deux  autres  philosopbies  qui  ont 
successivement  domine  ,  jusqu'à  ces  derniers  siè- 
cles ,  tout  notre  système  intellectuel.  Quant  à 
présent,  afin  de  ne  pas  laisser  entii'remeut  sans 
démonstration  une  loi  de  cette  importance ,  dont 
les  applications  se  présenteront  fréquemment 
dans  toute  l'étendue  de  ce  cours ,  je  dois  me  bor- 
ner  à  une  indication  rapide  des  motifs  généraux 
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en  effet,  parvenue  aujourd'hui  à  l'état  positif, 
que  chacun  ne  puisse  aisément  se  représenter, 
dans  le  passé ,  essentiellement  composée  d'abstrac-  ' 
tions  métaphysiques,  et,  en  remontant  encore 
davantage ,  tout -à-fait  dominée  par  les  concep- 
tions théologiques.  Nous  aurons  même  malheu- 
reusement plus  d'une  occasion  formelle  de  recon-        / 
naître ,  dans  les  diverses  parties  de  ce  cours ,  que       { 
les  sciences  les  plus  perfectionnées  conservent  en-      / 
core  aujourd'hui  quelques  traces  trcs-sensibles  de 
ces  deux  états  primitifs.  ^ '' 

Cette  révolution  générale  de  Tesprit  humain 
peut  d'ailleurs  être  aisément  constatée  aujour- 
dliui,  d'une  manière  trcs-sensible,  quoique  in- 
directe, en  considérant  le  développement  de  l'in- 
telligence individuelle.  Le  point  de  départ  étant 
nécessairement  le  même  dans  l'éducation  de  l'in- 
dividu que  dans  celle  de  lespêce,  les  diverses 
phases  principales  de  la  première  doivent  repré- 
senter les  époques  fondamentales  de  la  seconde. 
Or,  chacun  de  nous,  en  contemplant  sa  propre 
histoire ,  ne  se  souvient-il  pas  qu'il  a  été  succes- 
sivement, quant  à  ses  notions  les  plus  impor- 
tantes ,.  théologien  dans  son  enfance ,  métaphj- 
sicien  dans  sa  jeunesse,  el phjsicien  dans  sa  vi- 
rilité? Cette  vérification  est  facile  aujourdliui 
pour  tous  les  hommes  an   niveau  de  leur  siècle. 

Mais  ,  outre  Tobservalian  directe,  gcnéraliîou 
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individuelle  ,  qui  prouve  l'exactitude  dccetleloir 
je  dois  surtout ,  dans  cette  indication  somniaire , 
mentionner  les  considérations  théoriques  qoi  en 
font  sentir  la  nécessité. 

La  plus  imporlanle  de  ces  considérations ,  pui- 
sée dans  la  nature  m^me  du  sujet  i  cousiste  dans 
|p  besoin ,  à  toute  époque,  d'une  théorie  quel- 
conque pour  lier  les  faits ,  combiné  avec  l'impo»- 
sibilité  évidente ,  pour  l'espril  humnin  à  son  ori- 
gine ,  de  se  former  des  théories  d'après  les  obser- 
vations. 

Tfms  les  bons  esprits  répètent ,  depuis  Bacon, 

(pi'il  n'va  de  connaissances  léi-lles  que  celles  qui 

■Dosent  sur  des  faits  observés. Celte  maxime  fou- 
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obsenrations  isolées  y  et  par  consëq[uent ,  d'en  tirer 
ancou  fruit,  mais  noas  serions  même  entière- 
ment incapaUes  de  les  retenir;  et,  le  plus  sou- 
vent, les  faits  resteraient  inaperçus  sous  nos 
yeux, 


Ainsi ,  pressé  entre  la  nécessite  d'observer  pour 
se  former  des  théories  réelles,  et  la  nécessité 
non  moins  impérieuse  de  se  créer  des  théories 
quelconques  pour  se  livrer  à  des  observations  sui- 
vies, l'esprit  humain,  à  sa  naissance,  se  trouve- 
rait enfermé  dans  un  cercle  vicieux  dont  il  n'au- 
rait jamais  eu  aucun  moyen  de  sortir,  s'il  ne  se 
fût  heureusement  ouvert  une  issue  naturelle  par 
le  développement  spontané  des  conceptions  théo- 
logiques ,  qui  ont  présenté  un  point  de  ralliement 
à  ses  efforts ,  et  fourni  un  aliment  à  son  activité. 
Tel  est,  indépendamment  des  hautes  considéra- 
tions sociales  qui  s'y  rattachent  et  que  je  ne  dois 
pas  même  indiquer  en  ce  moment,  le  motif  fon- 
damental qui  démontre  la  nécessité  logique  du 
caractère  purement  thcologique  de  la  philosophie 
primitive. 

Cette  nécessité  devient  encore  plus  sensible  en 
ayant  égard  à  la  parfaite  convenance  de  la  philo- 
sophie théologique  avec  la  nature  propre  des  re- 
cherches sur  lesquelles  l'esprit  humain  dans  son 
enfance  concentre  si  émiucnunent  toute  son  acti- 
vité. 11  est  bien  remarquable,  en  effet,. que  le& 
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(juestioDs  les  plus  radicalement  inaccessibles ù  nos 
moyens  ,  la  nature  intime  des  êtres,  l'origine  et 
!a  fui  de  tous  les  phénomènes ,  soient  précisé- 
ment celles  que  notre  intelligence  se  propose 
par-dessus  tout  dans  cet  état  prîmilir,  tous  les 
proLtèmes  vraiment  soliiblcs  étant  presque  envi- 
sagés comme  indignes  de  méditations  sérieuses. 
On  en  conçoit  aisément  la  raison  ;  car  c'est  l'ex- 
périence seule  qui  a  pu  nous  fournir  la  mesure  de 
nos  forces;  et,  si  l'homme  n'avait  d'altord  com- 
mencé par  en  avoir  une  opinion  exagérée,  elles 
n'eussent  jamais  pu  acquérir  tout  le  développe- 
ment dont  elles  sont  susceptihles.  Ainsi  l'exi{»e 
notre  organisation.  Mais,  quoi  qu'il  en  soit, 
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cupent  primitivement  l'esprit  humain.  Sous  ce 
rapport ,  elles  offrent  a  l'homme  l'attrait  si  éner- 
gique d'un  empire  illimité  à  exercer  sur  le  monde 
extérieur^  envisagé  comme  entièrement  destiné  h 
notre  usage ,  et  comme  présentant  dans  tous  ses 
phénomènes  des  relations  intimes  et  continues 
avec  notre  existence.  Or,  ces  espérances  chimé- 
riques^ ces  idées  exagérées  de  l'importance  de 
l'homme  dans  l'univers^  que  fait  naître  la  philo- 
sophie théoI(^ique  y  et  que  détruit  sans  retour 
la  première  influence  de  la  philosophie  positive , 
M>nt^  à  l'origine,  un  stimulant  indispensable,  sans 
lequel  on  ne  pourrait  certainement  concevoir 
que  l'esprit  humain  se  fût  déterminé  primitive- 
ment à  de  pénibles  travaux. 

Nous  sommes  aujourd'hui  tellement  éloignés 
de  ces  dispositions  premières ,  du  moins  quant  à 
la  plupart  des  phénomènes ,  que  nous  avons  peine 
k  nous  représenter  exactement  la  puissance  et  la 
nécessité  de  considérations  semblables.  La  raison 
humaine  est  maintenant  assez  mûre  pour  que  nous 
entreprenions  de  laborieuses  recherches  scienti- 
fiques, sans  avoir  en  vue  aucun  but  étranger 
capabled'agir  fortementsurl'imagination ,  comme 
celui  que  se  proposaient  les  astrologues  ou  les  al- 
chimistes. Notre  activité  intellectuelle  est  suffi- 
sanmient  excitée  par  le  pur  espoir  de  découvrir 
les  lois  des  phénomènes,  par  le  simple  désir  d<; 
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confirmer  oti  d'infirmer  une  Uicorîf.  Mai»  il  ne 
[ioiiv:iit  en  HfP  ainsi  dan»  l'enfance  de  l'cspril 
liuiiiain.  Sans  les  attrayantes  cbimères  de  l'astro- 
I<^ie  ,  sans  les  énergiques  déceptions  de  l'alchi- 
rnie  ,  par  exemple,  oii  aurions-nous  puisé  la  con- 
stance et  l'ardeur  nécessaires  pour  recueillir  le» 
loUj^nes  suites  d'ol>servations  et  d'expériences  qui 
tint,  plus  tard  ,  servi  de  l'ondemenl  aux  premières 
tliéories  positives  de  l'une  et  l'autre  classe  Ap. 
ptiénonwincs  ? 

<^tte  condition  de  notre  déveto])pemenl  in- 
tclkcluel  3  élévivemenlsentic  depuis  loi^-lemps 
|>ar  Kepler ,  pour  l'astronomie  ,  cl  justement  ap- 
préciée  de  nos   jours  par   BerdioHi't  ,   pour   la 
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Sophie  provisoire  à  la  philosophie  définitive , 
Tesprit  humain  a  dû  naturellement  adopter , 
comme  philosophie  transitoire^  les  méthodes  et 
les  doctrines  métiphysiques.  Cette  dernière  con> 
sidération  est  indispensable  pour  compléter  l'a- 
perçu général  de  la  grande  loi  que  j  ai  indiquée. 

On  conçoit  sans  peine ,  en  ef¥et ,  que  notre 
entendement  >  contraint  à  ne  marcher  que  par 
degrés  presque  insensibles,  ne  pouvait  passer 
brusquement ,  et  sans  intermédiaires ,  de  la  phi- 
losophie théologique  à  la  philosophie  positive* 
La  théologie  et  la  physique  sont  si  profondément 
incompatibles,  leurs  conceptions  ont  un  carac- 
tère si  radicalement  oppose,  qu'avant  de  n^non- 
cer  aux  unes  pour  employer  exclusivement  les 
autres  ,  rintelligeiice  humaine  a  dû  se  servir  de 
conceptions  intermédiaires,  dmi  ciiractère  bâ- 
tard^ propres^  par  cela  même,  à  opérer  graduel- 
lement la  transition.  Telle  est  la  destination  na- 
turelle des  concoplious  métaphysiques  :  elles 
n'ont  pas  d'autre  utilité  réelle.  En  substituant, 
dans  1  étude  des  phénomènes  ,  a  l  action  surna- 
turelle directrice  une  entité  lorrespondante  et 
iusé[)arable ,  quoique  celle-ci  ne  lût  d'aboicl 
conçue  que  comme  une  émanation  de  la  première, 
l'homme  s'est  habitué  peu  à  peu  à  ne  considérer 
que  les  faits  eux-mêmes ,  les  notions  de  ces 
iigens  métaphvsiques  avant  été  graduellement  sub- 
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lilisées  nu  poiiii  do  iielif  plus  ,  aux  yeux  de  !out 
esprit  droit  ,  que  les  noms  abslraiU  des  phéuo- 
mènes.  Il  est  impossible  d'imaginer  par  quel  aulre 
procède  noire  eulendemenl  aurait  pu  passer  des 
considérations  franchement  smnaiu relies  aux 
considérations  purement  naturelles,  du  ri^ime 
théologique  au  r^imc  positif. 

Après  avoir  ainsi  établi ,  autant  que  je  pois  le 
taire  sans  entrer  dans  une  discussion  spéciale  qui 
serait  déplnece  en  ce  moment ,  la  loi  générale  du 
développement  de  l'esprit  himiain  ,  tel  que  je  le 
conçois  y  il  nous  sera  maintenant  aisé  de  déter- 
miner avec  précision  la  nature  propre  de  la  phi- 
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que  f  dans  nos  explications  positives  ,  même  les 
plus  parfaites ,  nous  n'avons  nullement  la  pré- 
tention d'exposer  les  causes  génératrices  des  phé- 
nomènes ,  puisque  nous  ne  ferions  jamais  alors  que 
reculer  la  difïiculté  ^  mais  seulement  d'analyser 
avec  exactitude  les  circonstances  de  leur  pro- 
duction 9  et  de  les  rattacher  les  unes  aux  autres 
par  des  relations  normales  de  succession  et  de  si- 
militude. 

Ainsi;  poiu*  en  citer  l'exemple  le  }ilus  admi- 
rable, nous  disons  que  les  phénomènes  généraux 
de  l'univers  sont  expliques ,  autant  qu'ils  puissent 
Têtre,   par  la  loi  de  la  gravitation  newtonienne, 
parce  que,   d'un  côté  ,   celte  belle  théorie  nous 
nionti*e  toute  l'immense  variété  des  faits  astrono- 
miques, comme  n'étant  qu'un  seul  et  même  fait 
envisagé  sous  divers  points  de  vue  ;  la  tendance 
cronstante  de  toutes  les  molécules  les  unes  vers 
les  autres  eu  raison  directe  de  leurs  masses  ,  et  en 
en  raison  inverse  des  carrés  de  leurs  distances  ; 
tandis  que,  d'un  autre  côté,  ce  fait  général  nous 
est  présenté  comme  une  simple  extension  d'un 
phénomène  qui  nous  est  éminemment  iamilier , 
et  que ,  par  cela  seul ,  nous  regardons  comme  par- 
faitement connu ,  la  pesanteur  des  corps  à  la  sur- 
face de  la  terre.  Quant  à  déterminer  ce  que  sont 
en  elles-mêmes  cette  attraction  et  celte  pesanteur, 
quelles  en  sont  les  causes ,  ce  sont  des  questions 
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i{Uc  iicuï  regardons  ions  connue  îusoluUlus ,  (jui 
ne  sont  plus  du  domaiiic  de  la  pliilosophlc  posi- 
tive ,  et  que  nous  ab;indonnons  avec  raison  à  l'i- 
magination dos  théologiens,  ou  aux  subtilités  des 
métaphysiciens.  La  preuve  manifeste  de  l'iœpofisi- 
bilite  d'obtenir  de  telles  .solutions,  c'est  que, 
toutes  les  fois  qu'on  a  fhcrcbé  h  dire  ^  ce  «ujet 
quelque  chose  de  vr&iment  rationnel ,  les  pliu 
grands  esprits  n'ont  pu  que  d(:Ilnir  ces  doux 
principes  l'un  par  l'autre,  en  disant ,  pour  l'at- 
traction ,  qu'elle  n'est  autre  chose  qu'une  pesan- 
teur universelle^  etensiùte,  pour  ta  pesanteur, 
qu'elle  consiste  simplement  dans  l'attraction  ter- 
restre.   De   telles  explications,    ijui   font  sourire 
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belle  série  de  recherches  de  M.  Fourier  sur  la 
théorie  de  la  chaleur.  Elle  nous  offre  la  vérilica- 
tien  très-sensible  des  remarques  générales  précé- 
dentes. En  effet,  dans  ce  travail,  dont  le  carac- 
tère philosophique  est  si  éminemment  positif,  les 
lois  les  plus  importantes  et  les  plus  précises  des 
phénomènes  thermologiques  se  trouvent  dévoi- 
lées, sans  que  Fauteur  se  soit  enquis  une  seule 
fois  de  la  nature  intime  de  la  ciialeur ,  sans 
qu'il  ait  mentionné,  autrement  que  pour  en  in- 
diquer le  vide,  la  controverse  si  agitée  entre  les 
partisans  de  la  matière  calorifique  et  ceux  qui 
font  consister  la  chaleur  dans  les  (ibrations  d'un 
éther  imiversel.  Et  néanmoins  les  plus  hautes 
questions ,  dont  plusieurs  n'avaient  même  jamais 
été  posées,  sont  traitées  dans  cet  ouvrage,  preuve 
palpable  que  l'esprit  humain  ,  sans  se  jeter  dans 
des  problèmes  inabordai)! es,  et  en  se  restreignant 
dans  les  recherches  d'un  ordre  entièrement  posi- 
tif, peut  y  trouver  un  aliment  inépuisable  à  son 
activité  la  plus  profonde. 

Après  avoir  caractérisé,  aussi  exactement  qu'il 
m'est  permis  de  le  faire  dans  cet  aperçu  général . 
l'esprit  de  la  philosophie  positive,  que  ce  cours 
tout  entier  est  destiné  à  développer  ,  je  doisniain- 
teuant  examiner  à  quelle  époque  de  sa  formation 
elle  est  parvenue  aujourd'hui ,  et  ce  qui  rcîste  à 
faire  pour  achever  de  la  eonslituer. 

TOMF,   I.  2 
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A  cet  effet,  il  faut  d'abord  considérer  que  1m  ' 
différentes  branches  de  nos  connaissances  n'ont 
pas  dû  parcourir  d'une  vitesse  égale  les  trois 
grandes  pbases  de  leur  développement  indiquées 
ci-dessus,  ni,  par  conséquent,  arriver  simulta- 
iicment  k  l'état  positif.  Il  existe,  sous  ce  rapport, 
un  ordre  invariable  e(  nécessaire,  que iios divers 
genres  de  conceptions  ont  suivi  et  dû  suivre  dans 
leur  j)rop-ession  ,  cl  dont  la  considération  exacte 
est  le  complément  indispeiis;ib!e  de  la  loi  fonda- 
mentale énoncée  précédemnieni.  Cet  ordre  sera 
le  sujet  siiécial  de  la  prochaine  leçon.  Qu'il 
nous  suffise  ,  quant  à  présent,   de  savoir  qu'il  est 
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mens  humains ,  qu'dle  s'est  accomplie  constam- 
ment et  de  plus  en  plus ,  particulièremeni  depuis 
lès  travaux  d'Aristote  et  de  1  école  dAlexandrie , 
et  ensuite  depuis  l'introduction  des  sciences  na- 
turelles dsnè  l'Europe  occidentale  par  les  Arabes. 
Cependant  9  vu  qu'il  convient  de  fixer  uneé|)o- 
que  pour  empêcher  la  divagation  des  iddes , 
j'indiquerai  celle  du  grand  mouvement  imprimé 
à  l'esprit  humain,  il  y  a  deux  siècles,  par  l'action 
combinée  des  préceptes  de  Bacon,  des  concep- 
tions de  Descartes  ,  et  des  découvertes  de  Galilée^ 
comme  le  moment  où  l'esprit  de  la  philosophie  po- 
sitive a  commencé  à  se  prononcer  dans  le  monde, 
en  opposition  évidente  avec  l'esprit  théologique 
et  métaphysique.  C'est  alors ,  en  effet ,  que  les 
conceptions  positives  se  sont  dégagées  ncitcmcnt 
de  l'alliage  superstitieux  et  scolas tique  qui  dégui- 
sait plus  ou  moins  le  véritable  caractère  de  tous 
les  travaux  antérieurs. 

Depuis  cette  mémorable  époque,  le  mouve- 
ment d'ascension  de  la  philosophie  positive,  et 
le  mouvement  de  décadence  de  la  philosophie 
théologique  et  métaphysique ,  ont  été  extrcme- 
nieiit  marqués.  Ils  se  sont  enfin  tellement  pro- 
noncés ,  qu'il  est  devenu  impossible  aujourd'hui, 
à  tous  les  observateurs  ayant  conscience  de  leur 
siècle  ,  de  méconnaîlre  la  destination  finale  de 
l'intelligence  humaine  pour  les  études  positivr.':», 
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ainsi  que  son  éloignement  désormais  irrévocable 
pour  ces  vaines  doctrines  et  pour  ces  méthodes 
provisoires  qui  ne  pouvaient  convenir  qu'Ji  son 
premier  essor.  Ainsi ,  cette  rëvolutionfondamen- 
tale  s'accomplira  nécessairement  dans  toute  son 
étendue.  Si  donc  il  lui  reste  encore  c|uelque 
grande  conquête  à  faire,  quelque  branche  prin- 
cipale du  domaine  intellectuel  à  envahir ,  on  peut 
être  certain  que  la  transfornialion  s'y  opérera  , 
comme  elle  s'est  effecluéc  dans  toutes  les  autres. 
Car  ,  il  serait  évidemment  contradictoire  de  sup- 
poser que  l'esprit  humain ,  si  disposé  à  l'imité  de 
méthode,  conservât  indériiiimcnt.  pour  une  seule 
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de  phénomènes  naturels  ënumërées  tout  à  l'heure, 
les  phénomènes  astronomiques,  physiques,  chi* 
iniques  et  physiologiques ,  on  remarque  une  la- 
cune essentielle  relative  aux  phénomènes  sociaux, 
qui ,  hien  que  compris  implicitement  parmi  les 
phénomènes  physiologiques,  méritent,  soit  par 
leur  importance,  soit  par  les  difficultés  propres 
h  leur  étude ,  de  former  une  catégorie  distincte. 
Ce  dernier  ordre  de  conceptions ,  qui  se  rapporte 
aux  phénomènes  les  plus  particuliers,  les  plus 
compliqués,  et  les  plus  dépendans  de  tous  les 
autres ,  a  dû  nécessairement ,  par  cela  seul ,  se 
perfectionner  plus  leniement  que  lous  les  précé- 
dens,  même  sans  avoir  éij;ard  aux  obstacles  plus 
spéciaux  que  nous  considérerons  plus  tard.  Quoi 
qu'il  en  soit ,  il  est  évident  qu'il  n'est  point  en- 
core entré  dans  le  domaine  de  la  philosophie  po- 
sitive. Les  méthodes  théologiques  et  métaphy- 
siques qui  ,  relativement  à  tous  les  autres  genres 
de  phénomènes,  ne  sont  plus  maintenant  em- 
ployées par  personne,  soit  comme  moyen  d'in- 
vestigation, soit  môme  seulement  comme  moyen 
d'argumentation,  sont  encore,  au  contraire,  exclu- 
sivement usitées,  sous  l'un  et  l'autre  rapport, 
pour  tout  ce  qui  concerne  les  phénomènes  so- 
ciaux ,  quoique  leur  insuflisaace  à  cet  égard  soit 
déjà  pleinement  sentie  par  tous  Je$  bons  esprits, 
lassés   de    ces    vaines    contestations   intermina- 
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Lies  entre  le   droit  divin    et  la  souveraineté  du 

pcople. 

Voilà  doue  la  grande,  mais  évidemment  la 
«eiilc  lariine  (|ii'il  s'agit  de  combler  poui-  acheva 
de  constituer  la  pbilovjipbie  positive.  Maintenant 
<|iii'  l'f  sprii  humain  a  fondé  la  physique  céleste  , 
la  physit[ue  terrestre,  soit  mécanique  .  soit  chi- 
mique ;  In  pliysiqiit  organique ,  soîi  végétale,  soit 
animale  ,  d  Ini  reste  à  terminer  le  système  des 
sciences  d'observiition  en  fondant  la /)A/i/yirt-  st>- 
cin/e.  Tel  est  aujourd'hui  ,  sotis  plusieurs  rap- 
|Kirls  capitaux^  le  plus  ^rr.nd  ft  le  plus  pressant 
Lesoiude  Jioirc  intelligence  :  tel  est,  j'ose  ledire. 
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des  modernes  sera  enfin  fonde  dans  son  ensem- 
ble ;  car  aucun  phénomène  observable  ne  saurait 
évidemment  manquer  de  rentrer  dans  quelqu'une 
des  cinq  grandes  cat^ories  dés  lors  établies  des 
phénomènes  astronomiques ,  physiques  ,  chimi- 
ques, physiologiques  et  sociaux.  Toutes  nos  con- 
ceptions fondamentales  étant  devenues  homogè- 
nes,  la  philosophie  sera  définitivement  consti- 
tuée à  letat  positif;  sans  jamais  pouvoir  changer 
de  caractère ,  il  ne  lui  restera  qu'à  se  développer 
indéfiniment  par  les  acquisitions  toujours  crois- 
santes qui  résulteront  inévitablement  de  nouvelles 
observations  ou  de  méditations  plus  profondes. 
Ayant  acquis  par  là  le  caractère  d'universalité 
qui  lui  manque  encore ,  la  philosophie  positive 
deviendra  capable  de  se  substituer  enlièrement, 
avec  toute  sa  supériorité  naturelle,  à  la  pliiloso'* 
phie  tbéologiqueetàla  philosophie  métaphysique^ 
dont  celte   universalité  est  aujourdlmi  la  seule 
propriété  réelle ,  et  qui ,  privées  d'un  tel  motif  de 
préférence  y  n'auront  plus  pour  nos  successeurs 
qu'une  existence  historique. 

Le  but  spécial  de  ce  cours  étant  ainsi  expose , 
il  est  aisé  de  comprendre  son  second  but,  son 
but  général  ^  ce  qui  en  lait  un  cours  de  pliiloso- 
phic  positive,  et  non  pas  seulement  un  cours  de 
physique  sociale. 

En  effet ,  la  fondation  de  la  physique  sociale 
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cunipleUiit  enliu  \e  système  des  sciences  uatu- 
relles,  il  deviciii  possible  et  naéme  nécessaire  de 
résumer  les  diverses  connaissances  acquises ,  par- 
venues alors  à  un  clat  fixe  ct.homc^ène,  pour 
les  coordonner  en  les  préscDlant  comme  autant 
de  branches  d'un  tronc  unique  ,  au  lieu  du  con- 
tinuer il  les  concevoir  seulement  comme  autant 
de  corps  isolés.  C'est  à  cette  fin  qu'avant  de  pro- 
céder à  l'étude  des  phénomènes  sociaux  je  consi- 
dérerai successivement .  dans  l'ordre  encyclopé- 
dique annoncé  plus  hautf  les  diËTérciites  sciences 
positives  déjà  formées. 

11  est  superilu,  je  pense,  d'avertir  qu'il  ne  sati- 
litètre  question  ici  d'une  suite  de  c 
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positives,  que  je  me  propose*  de  faire.  Il  s  agit 
uniquement  ici  de  considérer  chaque  science 
fondamentale  dans  ses  relations  avec  le  système 
positif  tout  entier ,  et  quant  à  1  esprit  qui  la  ca- 
ractérise I  c'est-à-dire ,  sous  le  double  rapport  de 
ses  méthodes  essentielles  et  de  ses  résultats  prin- 
cipaux. Le  plus  souvent  même  je  devrai  me  bor- 
ner à  mentionner  ces  derniers  d'après  les  con- 
naissances spéciales  pour  tâcher  d  apprécier  leur 
importance. 

Afin  de  résumer  les  idées  relativement  au  dou- 
ble but  de  ce  cours ,  je  dois  faire  observer  que 
les  deux  objets,  1  un  spécial ,  l'autre  général ,  que 
je  me  propose,  quoique  distincts  eu  eux-mêmes, 
sont  nécessairement  inséparables.  Car,  d'un  côté, 
il  serait  impossible  de  concevoir  un  cours  de  phi- 
losophie positive  sans  la  fondation  de  la  physi- 
que sociale,  puisqu'il  manquerait  alors  d'un  élé- 
ment  essentiel,  et  que,  par  cela  seul,  les  con- 
ceptions ne  sauraient  avoir  ce  caractère  de  géné- 
ralité qui  doit  en  être  le  principal  attribut ,  et 
qui  distingue  notre  élude  actuelle  de  la  série  des 
études  spéciales.  D'un  autre  côté,  comment  pro- 
céder avec  sûreté  a  l'étude  positive  des  phéno- 
mènes sociaux ,  si  l'esprit  n'est  d'abord  prépaie 
par  la  considération  approfondie  des  méthodes 
lX)sitives  déjà  jugées  pour  les  phénomènes  moins 
compliqués,  et  muni,  en  outre,  de  la  connais- 
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n.iiice  dos  lois  principales  des  phcnomènes  anté- 
l'iours  ,  qui  toutes  InflueDl  |  d'uue  manière  plus 
ou  moins  directe ,  sui-  les  laits  sociaux  ? 

Bien  que  toutes  les  sciences  fondamentales 
u'iuspircut  pas  aux  esprits  vulgaires  un  c^al  în- 
ttii'cL  ,  il  n'en  est  aucune  qui  doive  être  négligée 
dans  une  ctude  comme  celle  que  nous  enlrepre- 
uous.  Quant  à  tour  importance  paur  le  bonheur 
de  l'espèce  Lnmaiue ,  toutes  sont  certainement 
équivalentes,  lorsqu'on  les  envisage  d'une  manière 
approfondie.  Celles  ,  d'ailleurs  ,  dont  les  résultats 
présentent,  au  premier  abord  ,  un  moindre  itilé- 
rët  pratique,  se  recommandent  éminemment,  soit 
par  la  plus  grande  iierfcction  de  k'iys  métliodes . 
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Sophie  positive.  Ces  considérations  auront ^  d'ail- 
leurs I  l'avantage  plus  important  de  présenter  cet 
esprit  sous  un  nouveau  point  de  vue,  propre  à 
aclicver  d'en  éclaircir  la  notion  générale. 

Dans  l'état  primitif  de  nos  connaissances  il 
n'existe  aucune  division  r^ulière  parmi  nos  tra- 
vaux intellectuels;  toutes  les  sciences  sont  culti- 
vées simultanément  par  les  mêmes  esprits.  Ce 
mode  d'organisation  des  éludes  humaines  y  d'abovd 
nnévitabie  et  même  indispensable  ,  comme  nous 
aurons  lieu  de  le  constater  plus  tard  y  change  peu 
à  peu ,  à  mesure  que  les  divers  ordres  de  concep- 
tions se  développent.  Par  une  loi  dont  la  néces- 
sité est  évidente  ,  chaque  l)ranchc  du  système 
scientifique  se  sépare  insensiblement  du  tronc  , 
lorsqu'elle  a  pris  assez  d'accroissement  pour  com- 
porter une  culture  isolée,  c'est-à-dire  quand  elle 
est  parvenue  à  ce  point  de  pouvoir  occuper  à  elle 
seule  l'activité  permanente  de  quelques  intelli- 
gences. C'est  à  cette  répartition  des  diverses  sor- 
tes de  recherches  entre  ditTérens  ordres  de  sa  vans, 
que  nous  devons  évidemment  le  développement 
si  remarquable  qu'a  pris  enfin  de  nos  jours  cha- 
que classe  distincte  des  connaissances  humaines^ 
et  qui  rend  manifeste  Timpossibililé ,  chez  lesmo- 
dernes,  de  cette  universalité  de  recherches  s{)é- 
ciales,  si  facile  et  si  comnmne  dans  les  temps  an- 
tiques. En  un  mot,  la  division  du  travail  intel- 


3o  PIHtOSOPHIB    POSITIVE. 

le  perfcctioQQement  de  la  division  du  travail  (41e- 
méme.  Il  suffît ,  en  effet ,  de  faire  de  l'ëtude  des 
généralités  scientifiques  une  grande  spécialité  de 
plus.  Qu'une  classe  nouvelle  de  savant,  préparés 
par  une  éducation  convenable ,  sans  se  livrer  h  la 
culture  ^ciale  d'aucune  braiicheparticulièrede 
la  philosophie  naturelle,  s'occupe  uniquement, 
en  considérant  lesdiverscs  sciences  positives  dans 
leur  état  actue),  à  déterminer  exactement  l'esprit 
de  chacune  d'elles  ,  À  découvrir  leurs  relations  et 
leur  enchaînement ,  à  résiuner,  s'il  est  possible , 
tous  leurs  principes  propres  en  un  moindre  nom- 
bfe  de  principes  communs,  en  se  conformant  saos 
cesse  aux  maximes  fondamentales  de  la  mélJiode 
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vnenl  rontrâiée  par  toutes  les  autres ,  ayant  pour 
inimctioB  propre  et  permanente  de  lier  chaque 
nouvelle  découverte  particulière  au  système  gé- 
néral,  on   n'aura  plus  à  craindre  qu'une  trop 
grande  attention  donnée  aux  détails  empêche  ja* 
mais  d'apercevoir  Fensemble.  En  un-mot,  l'or- 
ganisation moderne  du  monde  savant  sera  dès  lors 
complètement  fondée ,  et  n'aura  tjoi'it,  se  dévdop^ 
per  indéfiniment,  en  conservant  toujours  le  méttie 
caractère* 

Former  ainsi  de  Tétude  des  généralité  scienti- 
fiques une  section  distincte  du  grand  travail  intel- 
lectuel ,  c'est  simplement  étendre  TappIicaCion  du 
même  principe  de  division  qui  a  successivement 
séparé  les  diverees  spécialités  ;  car ,  tant  que  les 
différentes  sciences  positives  ont  été  peu  déveiop- 
poes  »  leurs  relations  mutuelles  ne  pouvaient 
avoir  assez  d'îmjk)r lance  pour  donner  lieu  y  au 
moins  d'une  manière  permanente,  à  une  classe 
particulière  de  travaux ,  et  en  mémo  temps  la 
nécessité  de  cette  nouvelle  élude  était  bien  moins 
urgente.  Mais  aujourd'hui  chacune  des  sciences  a 
pris  séparément  assea  d'extension  pour  que 
l'examen  de  leurs  rapports  mutuels  puisse  donner 
lieu  à  des  travaux  suivis ,  en  même  temps  que  ce 
nouvel  ordre  d'études  devient  indispensable  pour 
prévenir  la  dispersion  des  conceptions  humaines. 
Telle  est  la  manière  dont  je  conçois  la  desli- 
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nation  ric  la  [thilosopliic  posîlive  dans  le  système 
général  des  sciences  positives  [iroprenieot  dilcs. 
Tel  est ,  du  moins,  le  but  de  ce  cours. 

Maintenant  que  j'ai  essayé  de  délermiDcr,  aussi 
exactement  qu'd  m'a  élé  possible  de  le  faire,  dans 
ce  premier  aperçu,  l'espril  ge'néral  d'un  cours  de 
philosophie  positive ,  je  crois  devoir,  pour  im- 
primer à  ce  tableau  tout  son  caractère  ,  signaler 
rapidement  les  principaux  avantages  généraux  ijuiî 
peut  avoir  un  tel  travail  ,  .si  les  conditions  caren- 
tielles en  sont  conveiiablcnient  remplies,  relative- 
ment aux  progrès  de  l'esprit  humain.  Je  réduirai 
ce  dernier  ordre  Je  considérations  à  l'indication 
de  quatre  propriétés  fondamentales. 


dan» .  tom  .aeg .  phénomèoes .  aoydeux  jr^^porfs 
fondamentaux^  #piis  ;le  xapport  étatique  e^  aoua  Je 
rapport  dynamique ,  c'esH-dtre  comme  apte  ;à 
agir  el  comme  agissant  effectivemenu  II  est  clair, 
en  effet,  que  toQies  les  considérations  qu'on  pourra 
présenter  rentreronjt  nécessaî  remenjt  dans  Tuii  qm* 
Taatre  mode.  Appliquons  çetteluifvneus^  m^xiipe 
fondamentale  k  l'étude  des  Tonptionst  inteUcî»- 
tuelles.  .  • 

Si  l'on  envisage  ces  fonetioos  sous  le  p<Hnt  de 
Tue  statique,  leur  étude  ne  peut  consister  <pie 
dans  la  détermination  des  conditions  organiques 
dont  elles  dépendent  ;  elle  forme  ainsi  une  partie 
essentielle  de  1  anatomie  et  de  la  physiologie.  En 
les  considérant  sous  le  point  de  vue  dynamique , 
tout  se  r^uit  à  étudier  la  marche  effective  de 
l'esprit  humain  en  exercice»  par  Texamea  des  pro- 
cédés réellement  employés  pour  obtenir  les  di- 
verses connaissances  exactes  qu'ils  déjà  acquises, 
ce  qui  constitue  essentiellement  l'objet  général 
de  la  philosophie  positive ,  ainsi  que  je  l'ai  définie 
dans  ce  discours.  £n  un  mot^  regardant  toutes 
les  théories  scientifiques  comme  autant  de  grands 
faits  logiques ,  c'est  uniquement  par  1  observation 
approfondie  de  ces  faits  qu'on  peut  s'élever  à  la 
connaissance  des  lois  logiques. 

Telles  sont  évidemment  les  deux  seules  voies 
générales ,  complémentaires  l'une  de  l'autre,  par 
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lesquelles  on  puisse  arriver  A  quelques  notions 
rationnelles  vénublcs  sur  les  phénomènes  ïntd- 
lectuels.  On  voit  que,  sons  aucun  rapport,  il 
n'y  a  place  pour  cette  psychol<^e  illusoire, 
dernière  transformation  de  la  théologie ,  qu'on 
tente  si  vainement  de  ranimer  aujourd'hui ,  et 
qui ,  sans  s'inquiéter  ni  de  l'étude  physiologique 
de  nos  organes  intellecinels  ,  ni  de  l'observation 
des  procédés  rationnels  qui  dirigent  cBectivement 
nos  diverses  recherches  scientifiques ,  prétend 
arriver  à  la  découverte  des  lois  fondamentales  de 
l'esprit  humain,  en  le  contemplant  en  lui-même, 
c'est-à-dire  en  faisant  complètement  ahstrantion 
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denûdre  est  nniquanent  detlinée  à  Tétiufe  des 
fiwJnoinJiKW  inleUectiiels.  Ce  n'est  point  ici  le 
liea  d'entre  dans  la  discussion  spéciale  de  ee  so-* 
phisme  fondanMiial.  Je  dois  me  berner  à  itidi-:  ' 
^ler  la  considération  principale  ijni  prouve  ctai- 
Eonait  queieetlB  prétendue  contemplation  directe 
de  resprU''par  ioi-méme  est  une  pure  illasioli. 

On  croyait ,  il  j  a  encore  peu  de  temps^  ayoii* 
eqdiqtié  là  vision  v  en  disfint  que  l'action  Itmii- 
jBeMO  des  corps  détermine  sur  la  rétine  dès  ta- 
bleaux représentatifi  des  fotmes  et  des  couleurs 
extérieures.  A  cela  les  physiologistes  ont  objecté 
airec  raison  que ,  si  c'était  comme  images  qu'agis- 
saient les  impressions  lumineuses ,  il  faudrait  un 
antre  œil  pour  les  regarder.  N'en  est-il  pas  en- 
core plus  fortement  de  même  dans  le  cas  présent  ? 
11  est  sensible ,  en  effet ,  que ,  par  une  nécessité 
inyincible^  l'esprit  humain  peut  observer  direc- 
tement tons  les  phénomènes  y  excepté  les  siens 
(M-opres*  Car ,  par  qui  serait  faite  l'observation  ? 
Ou  conçoit  f  relativement  aux  phénomènes  mo- 
raux i  que  l'homme  puisse  s'observer  lui-même 
sous  le  rapport  des  passions  qui  l'animent ,  par 
cette  raison  anatomique,  que  les  oignes  qui  en 
sont  le  siège  sont  distincts  de  ceux  destinés  aux 
fonctions  observatrices.  Elncore  même  que  cha- 
cun ni  eu  occasion  de  faire  sur  lui  de  telles 
remarques,  elles  ne  sauraient  évidemment  avoir 

3. 
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jamais  une  graade  importance  scientifique,  et  le 
meilleur  moyen  de  connaître  les  passions  sera-tnl 
toujours  de  les  observer  en  dehors;  csr  tout  éUt 
de  passion  trés-prononcé  ,  c'est-à-dire  précisément 
celui  qu'il  serait  le  plus  essentiel  d'examiner,  est 
nécessairement  incompatible  avec  l'état  d'obser- 
vation. Mais  ,  quant  à  tibserver  de  la  même  ma- 
nière les  phénomènes  intellectuels  pendant  qu'ils 
s'exécutent,  il  y  a  ioipossibilité  manifeste.  L'in- 
dividu pensant  ne  saurait  se  partager  en  deux , 
dont  l'un  raisonnerait,  tandis  que  l'autre  regar- 
derait raisonner.  L'organe  observé  et  l'oi^nc 
observateur  étant ,  dans  ce  cas ,  identiques ,  com- 
ment l'obscr^alion  |>oiirr;iit-ell€  avoir  llcu? 


plu*  rien  1  Nos  deÊceoiàmB  Terront  sans  doute  de 
telles  prëlentioiis  transportées'  Bn  jour  sur  la 
soene. 

.  Les  résultats  d'une  aussi  étrange  manière  de 
IMTOcéder  sont  parfaitement  conformes  an  prin* 
cipe.  Depuis  deux  mille  ans  que  les  métaphysi- 
ciens cultivent  ainsi  la  psychologie^  ils  n'ont  pu 
encore  couTenir  d'une  seule  proposition  intelli* 
gible  et  solidement  arrêtée.  Ils  sont ,  même  au- 
jourd'hui ,  partagés  en  une  multitude  d'écoles  qui 
disputent  sans  cesse  sur  les  prjBmiers  élémens  de 
leurs  doctrines,  ^observation  inlérieure  engen- 
dre presque  autant  d'opinions  divergentes  qu'il  y 
a  d'individus  croyant  s'y  livrer. 

Les  véritables  savans ,  les  hommes  voués  aux 
études  positives ,  en  sont  encore  à  demander  vai- 
nement à  ces  psychologues  de  citer  une  seule 
découverte  réelle  y  grande  ou  petite^  qui  soit  due 
à  cette  méthode  si  vantée.  Ce  n'est  pas  à  dire  pour 
cela  que  tous  leurs  travaux  aient  été  absolument 
sans  aucun  résultat  relativement  aux  progrès  gé- 
néraux de  nos  connaissances ,  indépendamment 
du  service  éminent  qu'ils  ont  rendu  en  soutenant 
l'activité  de  notre  intelligence,  à  l'époque  où  elle 
ne  pouvait  pas  avoir  d'aliment  plus  substantiel. 
Mais  on  peut  affirmer  que  tout  ce  qui ,  dans  leurs 
écrits  »  ne  consiste  pas  ,  suivant  la  judicieuse 
expression  d'un  illustre  philosophe  positif  (M.  Gu- 
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vier} ,  eu  métaphores  prises  pour  des  niitonne- 
meus,  et  présente  quelque  notion  véritaUe,  au 
lieu  de  provenir  de  leur  préteudue  méthode ,  a 
été  obtenu  par  des  observations  efTectives  sur  la 
marche  de  l'esprit  humain,  auxquelles  a  dA 
donner  naissance,  de  temps  à  autre,  le  dévelop- 
pement des  sciences.  Encore  tnéme  ,  ces  notions 
si  clair-scmées ,  proclamées  avec  tant  d'emphase, 
et  qui  ne  sont  dues  qu'à  l'inûdélité  des  psycho- 
logues à  leur  prétendue  méthode,  se  trouvent-ellet 
le  plus  souvent  ou  fort  exagérées ,  ou  trés-incom- 
plètes,  et  bîeta  inférieures  auA  remarques  déjà 
faites  sans  ostentation  par  les  sivans  sur  les  pro- 
cédés qu'ils  emploient.  Il  serait  aisé  d'eu  citer 
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riBées  que  Tesprit  humain  ea  a  faites  qu^il  ocm-t  : 
yient  d'étudier.  Ëb  un  mot  9  œ  n'eat  évidemment 
que  par  Tesamen  philosophique  des  acienooi  qu'il 
eit  poaaihlc  d*y  parveoir.  La  méthode  nW  paa 
aoaoeptihle  d'itre  étudiée  séparément  des  recher^ 
ches  où  elle  est  employée  ;  ou  ,  du  moins  ^  ce: 
n'est  là  qu'une  étude  morte,  incapable  de  féçùsk-, 
der  Ve^prit  qui  b'j  liTre»  Tout  ce  quon  en  peot 
dire  de  réel ,  quand  on  l'envisage  abstraitement, 
m  réduit  à  des  généralités  tellement  vyigueSjc 
.^'dies  ne  sauraient  avoir  aucune  influence  suc 
le  r^ime  intellectuel*  Lorsqu'on  a  bien  établi , 
en  thèse  logique  «  que  toutes  nos  connaissances 
doivent  éire  fondées  sur  Tobservation ,  que  nous 
devons  procéder  tantôt  des  faits  aux  priDcipes^ 
et  tantôt  des  principes  aux  faits ,  et  quelques  au- 
tres aphorismes  semblables ,  on  connaît  beaucoup 
moins  nettement  la  méthode  que  celui  qui  a 
étudié  f  d'une  manière  un  peu  approfondie ,  une 
seule  science  positive,  même  saus  intention  phi- 
losophique. Cest  pour  avoir  méconnu  ce  fait  es- 
sentiel ,  que  nos  psychologues  sont  conduits  à 
prendre  leurs  rêveries  pour  de  la  science,  croyant 
comprendre  la  méthode  positive  pour  avoir  lu  les 
préceptes  de  Bacon  ou  le  discours  de  Descartes. 
J'iguore  si,  plus  tard,  il  deviendra  possible 
de  faire  à  priori  un  véi'itable  cours  de  méthode 
tout-à-£siit  indépendant  de  1  étude  philosophique 
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des  scieuces;  mais  je  suis  bien  convaincu  que 
cela  est  inexécutable  aujourd'hui ,  lea  grands 
procédés  logiques  ne  pouvant  encore  être  expli- 
'  qués  avec  la  précision  suflisanlc  séparément  de 
leurs  applications.  J'ose  ajouter,  en  outre,  que 
lors  même  qu'une  telle  entreprise  pourrait  être 
réalisée  dans  la  suite,  ce  qui,  en  effet,  se  laisse 
concevoir,  cène  serait  jamais  néanmoins  que  par 
l'étude  des  applications  r^uliéres  des  procédés 
scientifiques  qu'on  pourrait  parvenir  à  se  former 
un  bon  système  d'habitudes  intellectuelles;  ce 
qui  est  pourtant  le  but  essentiel  del'ctude  delà 
méthode.  Je  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage 
eu  ce  moment  sur  un  sujet  qui  reviendra  fré- 


m 

Fétabliatement  de  la  philosophie  positive  dffinie 
dans  œ  discours',  c'est  de  présider  à  la  reficmte 
générale  de  notre  système  d'édocatiob  •       •  , 

En  effet  i  déjà  les  bons  esprits  reconnaissent 
nnammement  la  nécessité  de  remplacer  •  notre 
éducation  européenne  ,  encore  essentiellement 
théologique,  métaphysique  et  littéraire,  par  une 
éducation  positive  ^  conforme  à  TesjH'it  de  notre 
époque,  et  adaptée  aux  besoins  de  la  civilisation 
moderne.  Les  tentatives  variées  qui  se  sont  mul-* 
tipliées  de  plus  en  plus  depuis  un  siède^  parti- 
culièrement dans  ces  derniers  temps,  pour  ré- 
pandre et  pour  augmenter  sans  cesse  l'instruction 
positive»  et  auxquelles  les  divers  gouvernemens 
européens  se  sont  toujours  associés  avec  empres- 
sement quand  ils  n'en  ont  pas  pris  l'initiative , 
témoignent  assez  que,  de  toutes  parts,  se  déve- 
veloppe  le  sentiment  spontané  de  cette  nécessité. 
Mais,  tout  en  secondant  autant  que  possible  ces 
utiles  entreprisés,  on  ne  doit  pas  se  dissimuler 
que ,  dans  Fétat  présent  de  nos  idées ,  elles  ne 
sont  nullement  susceptibles  d'atteindre  leur  but 
principal ,  la  régénération  fondamentale  de  Té-- 
ducation  générale.  Car,  la  spécialité  exclusive, 
l'isolement  trop  prononcé  qui  caractérisent  en- 
core notre  manière  de  concevoir  et  de  cultiver 
les  sciences ,  influent  nécessaircihent  à  un  haut 
degré  sur  la  manière  de  les  exposer  dans  l'ensei- 
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gnemenl.  Qu'un  bon  esprit  veuille  sujourdliUL 
étudier  les  principales  brani^ies  delà  philosophie 
naturelle,  alîn  de  se  former  un  sysième  général 
d'idées  positives,  il  sera  obligé  d'étudier  séparé- 
ment chacube  d'elles  d'a^r^s  le  même  mode  et 
daas  le  mÀne  détail  que  s'il  voulait  devenir  spé- 
cialement ou  astronome,  ou  chimiste,  etc.;  oe 
qui  rend  une  telle  édutâtion  presque  impossible 
et  nécesssiretnrat  fort  imparfaite,  même  pour 
les  plus  hautes  intelligences  placées  dans  les  cir- 
constances les  plus  favorables.  Une  telle  manière 
de  procéder  serait  donc  tout-i-fait  chimérique, 
relativement  i  l'éducation  générale.  Et  D«bn- 
moins  celle-ci  eziuu  absolument  un  ensemble  de 


à  léon  méthodes  principales  et  h  leurs  résultats 
les  plus  importans.  Ce  n'est  qu  ainsi  que  rensei- 
gnement des  sciences  peut  devenir  parmi  nous  la 
base  d'une  nouvelle  éducation  générale  vraiment 
rstionmlle.  Qu'ensuite  à  cette  instruction  foin* 
damentale  sfajoutent  les  diverses  études  éoientî^- 
ficpes  spéciales  9  correspondantes  aux  diversiBs 
éducations  spéciales  qui  doivent  succéder  à  Té* 
àmokiMa  générale  y  cela  ne  peufiévidenuuent  ^ 
être  nais  en  doute.  Mais  la  considération  essen-. 
tielle  qpe  j'ai  touIu  indiquer  i^i  consiite  en  ce 
que  toutes  cei  spécialités  »  même  péniblement 
accumulées,  seraient  nécessairement  insuffisantes 
pour  renouveler  réellement  le  système  de  notre 
éducation ,  si  elles  ne  reposaient  sur  la  base  préa- 
lable de  cet  enseignement  général ,  résultat  di- 
rect de  la  philosophie  positive  définie  dans  ce 
discours. 

Non*seulement  l'étude  spéciale  des  généralités 
scientifiques  est  destinée  à  réorganiser  l'éduca- 
tion ,  mais  elle  doit  aussi  contribuer  aux  progrès 
particuliers  des  diverses  sciences  positives;  ce 
qui  constitue  la  troisième  propriété  fondamentale 
que  je  me  suis  proposé  de  signaler. 

En  effet,  les  divisions  que  nous  établissons 
entre  nos  sciences,  sans  être  arbitraires,  comme 
quelques-uns  le  croient  ,  sont  essentiellement 
artificielles.  En  réalité,  le  sujet  de  toutes  nos  ro* 
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cherche*  est  un;  noua  ne  le  partageona  i{ue  dans 
la  vue  de  séparer  les  difficultés  pour  les  mieux 
résoudre.  Il  eu  résulte  plus  d'une  fois  que,  coa- 
trairement  à  nos  répartitions  classiques ,  de* 
questions  importantes  eiLigeraicnt  une  certaine 
combinaison  de  plusieurs  points  de  vue  spéciaux, 
qui  ne  peut  guàre  avoir  lieu  dans  la  constita- 
tion  actuelle  du  monde  savant;  ce  qui  expose  i 
laisser  ces  problèmes  sans  solution  beaucoup 
plus  long-temps  qu'il  ne  serait  nécessaire.  Un 
tel  inconvénient  doit  se  présenter  surtout  pour 
les  doctrines  les  plus  essentielles  de  chaque 
science  positive  en  particulier.  On  en  peut  citer 
aisément  des  exemples  très-marquans,  que  je  si- 
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Je  ise  bornerai  iici'à  choisir  duia  le  chimie , 
la  idoctrine.  si  importante  des  proportions  défi* 
nies.  Certainement  V  la  mémoiahle  discnssion 
âevée  de  nos  jours ,  relativement  au  prmcipe-fon- 
damenUl  de  cette  théorie  »  ne  mrait>encoret( 
qodles  que  soient  les  apparences,  'être  regudée 
comme  irrévocablement  terminée.  -Car ,  ce  n'eft 
pas  12k ,  ce  me  semble^  tme  simple  qoestion-de  « 
chimie*  Je  crois  pouvoir  avancer  qae  ,■  pour  obte- 
tenir  if  ^^  ^^  ^"le  dédsion  vraiment  défini-- 
tiv^,  .c'estÀMlire9.pour  déterminer  si  nous  1 40** 
vons  r^arder  comme  une  loi  de  la  nature  queles 
molécules  se  combinent  nécessairement  en  nom-^ 
bresfixes,  il  sera  indispensable  de  réunir  lepoint  de 
vue  chimique  avec  lepoint  de  vue  physiologique  ^ 
Ce  qui  l'indique  ,  c'est  que ,  de  l'aveu  même  des 
illustres  chiroistes  qui  ont  le  plus  puissamment 
contribué  à  la  formation  de  cette  doctrine ,  on 
peut  dire  tout  au  plus  quelle  se  vérifie  constant 
ment  dans  la  compositioades  corps  inorganiques; 
mais  elle  se  trouve  au-  moins  aussi  .constamment 
en  défaut  dans  les  composés  organiques ,  auxquels 
il  «semble  jusqua  présent  tout-à-fait  impossible 
de  retendre.  Or,  avant  d'ériger  cette  théorie  en  un 
principe  réellement  fondamental,  ne faudrart-il 
pas  d'abord  s'étie  rendu  compte  de  cette  immense 
exception?  Ne  tiendrait-elle  pas  à  ce  même  ca- 
ractère général ,  propre  à  tous  les  corps  organisés, 
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qui  faiLquc,  daiis  aucun  de  leurs  phéiiotnènes, 
il  n'v  a  lieu  à  concevoir  des  nombres  invariables? 
Quoi  qu'il  en  soit,  un  oi-di-e  loiit  nouveau  de 
considcralioQS,  appartenant  également  h  la  cliî- 
jiiie  et  à  la  physiologie,  esl  évidcmmeDl  néces- 
saire pour  décider  linalement,  dune  maaH>re 
quelconque  ,  ceUo  grande  question  de  philosophie 
nnlurelle. 

Je  crois  conveiiahlc  d'indiquer  encore  ici  un 
second  exemple  de  même  nulure,  uiais  qui ,  ne 
rapportant  à  un  sujet  do  recherches  bien  plus 
particulier ,  est  encore  plus  concluaiit  pour  mon- 
trer l'importance  spéciale  de  la  philosophie  posi- 
tive dans  la  solution  des   questions  qui  exii^ent  la 
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que  les  animaux  qui  se  Bourrissent  dé  matières 
non  azotées  renferment  dans  la  composition  de 
leurs  tissus  tout  autant  d  azote  que  les  animaux 
carnivores.  Il  est  clair ,  en  effet ,  d'après  cela , 
que  pour  décider  réellement  si  l'azote  est  ou  nou 
un  corps  simple ,  il  faudra  nécessairement  faire 
intervenir  la  physiologie ,  et  combiner  avec  les 
considérations  chimiques  proprement  dites,  une 
série  de  recherches  neuves  sur  la  relation  entre  la 
composition  des  corps  vivans  et  leur  mode  d'ali* 
mentation. 

Il  serait  maintenant  superflu  de  multiplier  da- 
vantage les  exemples  de  ces  problèmes  de  nature 
multiple,  qui  ne  sauraient  être  résolus  que  |)ar 
l'intime  combinaison  de  plusi/?urs  sciences  culti- 
vées aujourd'hui  d'une  manièi^  lout-à*fail  in- 
dépendantes. Ceux  que  je  viens  de  ci  1er  suffisent 
pour  faire  sentir,  en  général,  l'importance  delà 
fonction  que  doit  remplir  dans  le  perfectionne- 
ment de  chaque  science  naturelle  en  particulier 
la  philosophie  positive,  immédiatement  destinée 
à  organiser  d'une  manière  permanente  de  telles 
combinaisons ,  qui  ne  pourraient  se  former  con- 
venablement sans  elle. 

Enfin  ,  une  quatrième  et  dernière  propriété 
fondaniental(*  que  je  dois  faire  remarquer  dès  ce 
moment  dans  ce  que  j'ai  appelé  la  philosophie 
positive,  et  qui  doit  sans  doute?  lui  mériter  plus 
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que  toute  autre  l'attentioa  générale,  puisqu'elle 
(■st  aujourd'hui  la  plus  importante  pour  la  prati- 
que, c'est  qu'elle  peut  être  considérée  comme 
la  seule  base  solide  de  la  réorganisation  sociale 
qui  doit  lerniincr  l'état  de  crise  dans  lequel  ae 
trouvent  depuis  si  long-temps  les  nations  les  pliu 
civilisées.  La  deniiù*e  partie  de  ce  cours  aéra 
spécialement  consacrée  ^  établir  cette  proposition, 
en  la  développant  dans  toute  son  étendue.  Mais 
l'esquisse  générale  du  grand  tableau  que  i'aî  en- 
trepris d'indiquer  dans  ce  discours  manquerait 
d'un  de  ses  élémena  les  plus  caractéristiques  ,  si 
je  n^lîgeais  de  signaler  ici  une  considération 
aussi  essentielle. 


-    I 
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la  fibdté  est  la  première  condition  d'uh  tëritaBfe 
ordre  social.  Tant  que  les  intelligences  indivi- 
duelles n'auront  pas  adhéré  par  nn  assentiment 
unanime  à  nn  certain  nombre  dHdées  généralisa 
capables  de  former  une  doctrine  sociale  com- 
mune ,  on  ne  peut  se  dissimuler  que  l'état  des 
nations  restera»  de  toute  nécessité,  essentiellement 
révolutionnaire ,  malgré  tous  lès  palliatifs  politi- 
ques qui  pourront  être  adoptés»  et  ne  comportera 
réellement  que  des  institution^  provisoires.  Il  est 
également  certain  que  si  celte  réunion  des  esprits 
dans  une  même  communion  de  principes  peut 
une  fois  être  obtenue  ,  les  institutions  convena- 
bles en  découierout  nécessairement ,  sans  donner 
lieu  à  aucune  secousse  grave ,  le  plus  grand  dé- 
sordre étant  déjà  dissipé  par  ce  seul  fait.  C'est 
donc  1^  que  doit  se  porter  principalement  l'at- 
tention de  tous  ceux  qui  sentent  l'importance  d'un 
état  de  choses  vraiment  normal. 

Maintenant,  du  point  de  vue  élevé  où  nous 
ont  placés  graduellement  les  diverses  considéra- 
tions indiquées  dans  ce  discours ,  il  est  aisé  à  la 
fois  et  de  caractériser  nettement  dans  son  intime 
profondeur  l'état  présent  des  sociétés ,  et  d'en  dé- 
duire par  quelle  voie  on  peut  le  changer  essentiel- 
lement. En  me  rattachant  à  la  loi  fondamentale 
énoncée  au  commencement  de  ce  discours,  je 
crois  pouvoir  résumer  exactement  toutes  les  ob- 
servations relatives  à  la  situation  actuelle  de  la  so- 
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ciété  ,  en  disant  simplemrat  qiie  le  détordre  ac- 
tuel des  intelligences  tient ,  en  dernière  analyse , 
k  l'emploi  simultané  des  trois  philosophies  radica- 
lement incompatible»:  la  philosophieth^logiqne, 
la  philosophie  métaphysique  et  la  philosoj^iie 
positive.  Il  est  clair,  en  effet,  que  si  l'une  qui- 
conque de  cps  trois  philosophies  obtenait  en  rén- 
lité  une  prépondérance  universelle  et  complète, 
il  y  aurait  un  ordre  social  déterminé ,  tandis  que 
le  mal  consiste  surtout  dans  l'absence  de  toute 
véritable  organisation.  C'est  la  co-existence  de 
ces  trois  philosophies  opposées  qui  empêche  ab- 
solument de  s'entendre  sur  aucun  point  essentiel. 
Or  ,  si  celle  manière  de  voir  est  exacte,  il  ii 
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tort  ou  à  raison ,  peu  iiiiix>rte  ;  le  fait  général  est 
incontestable ,  et  il  suffit.  On  peut  le  d^lorer  , 
mais  non  le  détruire ,  ni  par  conséquent  le  nq^i« 
ger ,  sous  peine  de  ne  se  livrer  qu'à  des  sp^ula- 
tions  illusoires.  Cette  révolution  générale  de  Fes- 
prit  humain  est  aujourd'hui  presque  entièrement 
accomplie:  il  ne  reste  plus^  comme  je  Tai  expli- 
qué ,  qu'à  compléter  la  philosophie  positive  en  y 
comprenant  l'étude  des  phénomènes  sociaux ,  et 
ensuite  à  la  résumer  en  un  seul  corps  de  doctrine 
homogène.  Quand  ce  double  travail  sera  suffisam- 
ment avancé ,  le  triomphe  définitif  de  la  philoso- 
phie positive  aura  lieu  spontanément,  et  rétablira 
l'ordre  dans  la  société.  La  préférence  si  prononcée 
que  presque  tous  les  esprits,  depuis  les  plus  éle- 
vés jusqu'aux  plus  vulgaires,  accordent  aujour« 
d'hui  aux  connaissances  positives  sur  les  concep- 
tions vagues  et  mystiques ,  présage  assez  l'accueil 
que  recevra  cette  philosophie ,  lorsqu'elle  aura 
acquis  la  seule  qualité  qui  lui  manque  encore , 
un  caractère  de  généralité  convenable. 

En  résumé,  la  philosophie  théologique  et  la 
philosophie  métaphysique  se  disputent  aujour- 
d'hui la  tâche,  trop  supérieure  aux  forces  de 
l'une  et  de  l'autre,  de  réorganiser  la  société:  c'est 
entre  elles  seules  que  subsiste  encore  la  lutte,  soits 
ce  rapport.  La  philosophie  positive  n^cst  inter- 
venue jusqu'ici  dans  la  contestation  que  pour  les 
cri  tiquer  toutes  deux ,  et  elle  s'en  est  assez  bien 
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acquittée  pour  les  discréditer  eiilièremâDt.  Blet- 
tons-la  en&n  eu  état  de  prendre  un  râle  actif , 
sans  nous  inquiéter  plus  long-teiupa  de  dâiats  de- 
venus inutiles.  Complétant  la  vaste  opération  in- 
tellectuelle commencée  par  Bacon,  parOescarlcs 
et  par  Galilée ,  consuiiisons  directement  le  tjt- 
tème  d'idées  générales  que  cette  philosophie  9at 
désormais  destinée  à  faire  indéûuiment  prévaloir 
dans  l'espèce  humaine ,  et  la  crise  révolutioanaire 
qui  tourmente  les  peuples  civilisés  sera  essentiel- 
lement terminée. 

Tels  sont  les  quatre  points  de  vue  principaux 
sous  lesquels  j'ai  cru  devoir  indiquer  d&s  ce  mo- 
ment l'influence  salutaire  de  la  [ihilosophie  posi- 


«fMil4niel«irQl^9^  doive  traiter  q^écifi^gient 
i9Btte  ^peflion  âftOB  la  prodbfqqe  leçon  »  je.croi» 
4€ïVDir9  è^  k  préaejQt  y  ea  faice  la  dëcla,ci^tioii , 
lifin  de  |u:é?eQÎr  les  reproches  très-mal  fond^qae 
poqrr^ien^t  .m'adcesser  ceux  gui ,  sfir  un  ^bmx 
aperça ,  dalleraient  ce  cours  pfir^  ces  tentati- 
fes  4'cssplication  uniTenaelle  qujqn  Toî^t  édore 
jctiini^Uenient  4p  la  jiart  d'espriii  enti{i|renient 
ëuigagers  aujc  méHffff^  ejL  anXtÇoxfnfûfisancai  sçien- 
lUIqnei.  U  ne  a'agii  idde.riej^OL.de  .^femblaUe  ;  el 
le  développement  de  ce  coqcs  e^  jfournirfi  ,1a 
,|M:eove  manifeste  à  tou^  ceux  chez  lesqueb  les 
éclaircîssemens  contenus  dans  ce  discours  auraient 
pu  laisser  quelijues  doutes  à  cet  ^ard« 

Dans  ma  profonde  conviction  personnelle  y  je 
considère  ces  entreprises  d'explication  universelle 
de  tous  les  phénomènes  par  une  loi  unique 
conm(ie  éminemment  chimériques ,  même  quand 
elles  sont  tentées  par  les  intelligences  les  plus  com- 
pétentes. Je  crois  que  les  moyens  de  Tesprit  hu- 
iQiain  sont  trop  fsdhies ,  et  Tunivers  trop  compli- 
qué pour  qu'une  telle  perfection  scientifique  soit 
{amaisà  notre  portée^  et  je  pense,  d'ailleurs,  qu'on 
se  forme  généralement  une  idée  très-exagérée  des 
avantages  qui  en  résulteraient  nécessairement^  si 
elle  était  possible.  Dans  tous  les  cas ,  il  me  sem- 
ble évident  que ,  vu  l'état  présent  de  nos  connais- 
sances, nous  en  sommes  encore  beaucoup  trop 
loin  pour  que  de  telles  tentatives  puissent  étrerai-i 
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soimables  avant  un  lapa  de  tempa  considéraUe. 
Gir,  si  on  pouvaite^i-er  d'y  parvenir,  ce  ne  pour- 
rait être,  suivant  moi,  qu'en  rattachant  tous 
les  phénomènes  naturels  1  la  loi  positive  la 
plus  g(5nërale  que  nous  connaissions ,  la  loi  de  la 
gravitation,  qui  lie  déjÀ  tons  les  phénomènes  as- 
tronomiques à  une  partie  de  ceux  de  la  physique 
terrestre.  Laplace  a  exposé  effectivement  une 
conception  par  laquelle  on  pourrait  ne  voir  dans 
les  phénomènes  chimiques  que  de  simples  effets 
moléculaires  de  l'attraction  newtonienne ,  modi- 
fiée par  la  figure  et  la  position  mutuelle  des  ato- 
mes. Mais,  outre  l'indétermination  dans  laquelle 
resterait  probablement  toujours  cette  conception, 
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pi»  Ja  putie  la  nioiiis  difficile  de  renlrepriie.  Et, 
néMimoiiift»  lliypothëae  que  nous  venons  de  par- 
courir aemit,  lont  bien  oouÊidété,  la  plusfi^fora- 
Ue  k  cette  unité  si  désirée. 

Je  n'tt  pas  besoin  de  plus  grands  détails  pour 
adbever  de  convaincre  que  le  but  de  ce  cours 
n'est  nullement  de  présenter  tous  les  phénomènes 
naturds  comme  étant  au  fond  identiques ,  sauf 
la  variété  des  circonstances.  La  {^osophie  posi- 
tive serait  sans  doute  plus  parfiûte  s'il  pouvait  en 
être  ainsi.  Mais  cette  condition'  nesl  nullement 
nécessaire  à  sa  formation  systématique ,  non  plus 
qu'à  la  réalisation  des  grandes  et  heureuses  con- 
séquences que  nous  l'avons  vue  destinée  à  pro- 
duire. Il  n'y  a  d'unité  indispensable  pour  cela  que 
l'unité  de  méthode ,  laquelle  peut  et  doit  évidem- 
ment exister ,  et  se  trouve  déjà  établie  en  majeure 
partie.  Quant  à  la  doctrine ,  il  n'est  pas  néces- 
saire qu'elle  soit  une  i  il  suffît  qu'elle  soit  homo- 
gène. C'est  donc  sous  le  double  point  de  vue  de 
l'unité  des  méthodes  et  de  l'homogénéité  des  doc- 
trines que  nous  considérerons,  dans  ce  cours  » 
les  différentes  classes  de  théories  positives.  Tout 
en  tendant  à  diminuer  •  le  plus  possible ,  le  nom- 
bre des  lois  générales  nécessaires  à  l'explication 
positive  des  phénomènes  naturels ,  ce  qui  est ,  en 
effet  ;  le  but  philosophique  de  la  science^  nous 
regarderons  comme  téméraire  d'aspirer  jamais  y 
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même  pour  l'avenir  le  plus  éloigne ,  à  les  réduire 
rigoureusement  à  une  seule. 

J'ai  icnté,  dans  ce  discours,  (le  déterminer, 
aussi  exactement  qu'il  a  été  en  mon  pouvoir,  le 
but ,  l'espi-it  et  l'influence  de  la  pliilosophie  po- 
sitive. J'ai  donc  marqué  le  terme  vers  lequel  ont 
toujours  tendu  et  tendront  sans  cesse  tous  mes 
travaux ,  soit  dans  ce  cours ,  soil  de  toute  autre 
manière.  Personne  n'est  plus  profondément  con- 
vaincu que  moi  de  l'insuflisance  de  mes  forœs 
intellectuelles ,  fussent-elles  m£itie  très-supérien* 
res  à  leur  valeur  réelle ,  pour  répondre  k  une 
tâche  aussi  vaste  et  aussi  élevée.  Mais  ce  qui  ne  , 
peut  éiii;  l'ait  ni  par  un  seul  esprit ,   ni  en  une  , 
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DEUXIEME  LEÇON. 


SojauiBB.  Eiqposiiiofi  du  plin  de  ce  coun ,  ou  conûdëralîoDs 
gijtt^ililct  iur  la  hiérarchie  des  sciences  positÎTes. 


Après  avoir  caraclërîsé  aussi  exactement  que 
possible  ,  dans  la  leçon  précédente ,  les  considé- 
rations à  présenter  dans  ce  cours  sur  toutes  les 
branches  principales  de  la  philosophie  naturelle  , 
il  faut  déterminer  maintenant  le  plan  que  nous 
devons  suivre ,  c'est-à-dire  ,  la  classification  ra- 
tionnelle la  plus  convenable  à  établir  entre  les 
différentes  sciences  positives  fondamentales >  pour 
les  étudier  successivement  sous  le  point  de  vue 
que  nous  avons  fixé.  Cette  seconde  discussion 
générale  est  indispensable  pour  achever  de  faire 
connaître  dès  l'origine  le  véritable  esprit  de  ce 
cours. 

On  conçoit  aisément  d'abord  qu'il  ne  s^agit 
pas  ici  de  faire  la  critique  ,  malheureusement 
trop   facile ,  des   nombreuses  classifications  qui 
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ont  été  proposées  successivement  depuis  deux 
siècles ,  pour  le  s^slènie  général  des  connaimnoes 
humaines ,  envisagé  dans  touie  son  étendue.  On 
est  aujourd'hui  bien  convaincu  que  toutes  les 
échelles  encyclopédiques  consti-uitcs  ,  cooime 
celles  de  Bacon  et  de  d'Alemhen ,  d'après  uuc 
distinction  quelconque  des  diverses  facultés  de 
l'esprit  humain  ,  sont  par  cela  seul  radicalement 
vicieuses ,  même  quand  celte  distinction  n'est 
pas,  comme  il  arrive  souvent ,  plus  subtile  que 
réelle  ;  car ,  dons  chacune  de  ses  sphères  d'acti- 
vité, notre  entendement  emploie  simultanément 
toutes  ses  facultés  principales.  Quant  îi  toutes 
les  autres  classifications  proposées ,  il  sufBra  d'ohr 
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^iiqpn  »  fi  «oavi^pV.  renouff^ëea  ;  jiisi|ii*ici«  Je  p  ai 
jfÊê  beaoiii  de  Jhire  9lMrv^.  q[pe  »  d^uis  le  dis'-» 
crédit  géiiét^.ckMPiajIfiq^  les  tra:^ixr 

<le  celle  iiaturé  pi^  j99Îte  ,.^  |»a  de  solidité  des 
premiers  projets ,  ces  classifiÀiiionS  ne  sont  con- 
nues .)e  plus  souvent  cpiQ^psT'  de^,esprito.prefr- 


ij^rentept  ëtrajigen 
classer.  &tnaavov 

'   î*".    ;■••)     ^...  .  . 

eii.est  une  neigaoo 


^^afrd  £  celte  cônsi- 


«Hî^t  Ç»  <PÎ  ^onue  ç^reme^  poui^^  n> 
pas  ëlë  possible  jusqu'ici  de  s'âever  à  une  con* 
ception  enoyclopëdique  yëritablement  siAis£aii* 
saute.  Elle  consiste  dans  le  défaut  d^homogénéité 
qui  a  toujours  existé  jusqu^à  ces  derniers  temps 
entre  les  diflerentes  parties  du  système  intellec- 
tuel, les  unes  étant  succcssÎTenient  devenues 
positives ,  tandis  que  les  autres  restaient  théolo- 
giques ou  métaphysiques.  Dans  un  état  de  choses 
aussi  incohérent ,  il  était  évidemment  impossible 
d'établir  aucuue  classification  rationnelle.  Gom- 

■  ■  ■      ■  ■ .        ■  ■  ■ 

ment  parvenir  à  disposer  ,  dans  un.  système  uni* 
que  j  des  conceptions  aussi  profondément  cou»- 
tradictoires?  c'est  Une  difficulté  contre  laqiiellè 
<ont  venus  échouer  nécessairement  tous  les 
dassificatcurs ,  sans  qu'aucun  I  ait  aperçue  dis- 
tiactement.  Il  était  bica  sensible  néanmoins  , 
pour  quiconque  eût  biéu  connu  la  vëritable  si- 
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tiiation  de  l'esprit  humain  ,  fju'uuc  telle  cntre>- 
prisc  était  prématurée  ,  ol  iju'cllc  ne  pourrait 
étve  Icnloe  avec  succès  ijue  lorscjnc  toutes  no» 
conceptions  principales  seraient  devenues  posi- 
tives. 

Cette  condition  fondamentale  pouvant  main- 
tenant dire  re{;ardée  comme  reuijilio ,  d'après  le» 
explicntioas  données  dans  la  leçon  précéitenté  , 
il  est  dès  lors  possîMe  de  procéder  A  une  dispo- 
sition vraiment  ralionnellc  et  durable  d'un  sys- 
tème dont  toutes  les  parties  sont  enfin  dcyenne* 
honiogciies. 

D'un  autre  côté  ,  la  théorie  générale  desda^î- 
ficalions  ,  e'talilic    dans  ces  derniers  Lcmps  par 


Exposmoif.  61 

mûit  naturel  qu'ils  présentent ,  de  telle  sorte 
que  celte  classification  soit  ello-irérne  l'exprès- 
^ioa  du  fait  le  plus  gênerai ,  manifeste  par  la 
comparaison  approfondie  des  objets  qu'elle  em- 
Lrasse. 

Appliquant  cette  règle  fondamentale  au  cas 
actuel  y  c'est  donc  d'après  la  dépendance  mutuelle 
qui  a  lieu  effectivement  entre  les  diverses  sciences 
positives  ,  que  nous  devons  procéder  à  leur  clas- 
âificatiou  ;  et  celte  dépendance  y  pour  ctre  réelle  y 
ne  peut  résulter  que  de  celle  des  phénomènes 
correspondans. 

Mais  avant  d'exécuter ,  dans  un  tel  esprit  d'ob- 
servation ,  celte  importante  opération  encyclopé- 
dique y  il  est  indispensable  ,  pour  ne  pas  nous 
^arer  dans  un  travail  trop  étendu ,  de  circon- 
scrire avec  plus  de  précision  que  nous  ne  l'avons 
fait  jusqu'ici  ,  le  sujet  propre  de  la  classification 
proposée. 

Tous  les  travaux  humains  sont,  ou  de  spé- 
culation ,  ou  d'action.  Ainsi  y  la  division  la  plus 
générale  de  nos  connaissances  réelles  consiste  à 
les  distinguer  en  théoriques  et  pratiques.  Si  nous 
considérons  d'abord  cette  première  division  ,  il 
est  e'vident  que  c'est  seulement  des  connaissances 
théoriques  qu'il  doit  être  question  dans  un  cours 
de  la  nature  de  celui-ci  j  car^  il  ne  s'agit  point 
d  observer  le  svslènie  entier  des  notions  humaines, 
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niais  uniquement  celui  des  conceptions  fonda- 
mentales  sur  les  divers  ordres  de  pLénomèncs  , 
tjui  fournissent  uue  liase  solide  à  toutes  nos  au- 
tres combinaisons  quelconques  ,  et  qui  ne  sont , 
à  leur  lour  ,  fondées  sur  aucun  système  intcllec- 
tuel  antécédent.  Or  ,  dans  un  tel  travail  ,  c'est 
la  spéculation  qu'il  faut  considérer ,  et  non  l'ajw 
pticatiou  ,  si  ce  n'est  en  tant  que  celle-ci  peut 
éclaircir  la  prcmitirc.  C'est  là  probablement  oc 
qu'eiitcndnit  Bacon  ,  quoique  fort  imparfaite- 
ment ,  par  cette  phitosapkie  premièif.  qu'il  indi- 
que comme  devant  être  extraite  de  l'eiisemble  des 
sciences,  et  qui  a  été  si  diversement  et  toujours 
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nous  parvenons  à  exercer  une  grande  action^  c'est 
seulement  parce  que  la  connaissance  des  lois  na- 
turelles nous  permet  d'introduire  parmi  les  circon- 
stances déterminées  sous  l'influence  desquelles 
s^accomplissent  les  divers  phénomènes ,  quelques 
élémens  modificateurs  ,  qui ,  quelque  faibles 
qu'ils  soient  en  eux-mêmes ^  suffisent,  dans  cer- 
tains cas  ,  pour  faire  tourner  à  notre  satisfaction 
les  râultats  définitifs  de  l'ensemble  des  causes 
extérieures.  En  résume,  science^  d*oùpréçoj^ance» 
prévoyance  ^  {fou  action  ;  telle  est  la  formule 
très-simple  qui  exprime ,  d'une  manière  exacte  , 
la  relation  générale  de  la  science  et  de  Varl ,  eu 
prenant  ces  deux  expressions  dans  leur  acception 
totale. 

Mais,  raalgi'é  l'importance  capitale  de  cette  re- 
lation ,  qui  ne  doit  jamais  être  méconnue ,  ce  se- 
rait se  former  des  sciences  une  idée  bien  impar- 
faite que  de  les  concevoir  seulement  comme  les 
bases  des  arts ,  et  c'est  à  quoi  malheureusement 
on  n'est  que  trop  enclin  de  nos  jours.  Quels  que 
soient  les  immenses  services  rendus  à  V industrie 
par  les  théories  scientifiques,  quoique,  suivant 
l'énergique  expression  de  Bacon ,  la  puissance  soit 
nécessairement  proportionnée  à  la  connaissance , 
nous  ne  devons  pas  oublier  que  les  sciences  ont , 
avant  tout ,  une  destination  plus  directe  et  plus 
élevée  ^  celle  de  satisfiiire  au  besoin  fondamental 
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qu'éprouve  notre  intelligence  decooDaîtrcles  lois 
des  phénomènes.  Pour  scolir  combien  ce  besoin 
est  profond  et  impérieux ,  il  sufGt  de  penser  un 
instant  a.m  effets  physiologiques  de  Vétonnanent, 
et  de  considérer  que  la  sensation  la  plus  terrïLlo 
que  nous  puissions  éprouver  est  celle  qui  se  pro- 
duit toutes  les  fois  qu'un  pbépomène  nom  semble 
s'accomplir  contradictoirement  aux  lois  naturdles 
qui  nous  sont  familières.  Ce  besoin  de  disposer  les 
faits  dans  un  ordre  que  nous  puissions  concevoir 
avec  facilité  (ce  qui  est  l'objet  propre  de  toutes 
les  théories  scientifiques  )  est  tellement  inb^ient 
à  notre  organisation ,  que,  si  nous  ne  parvenions 
pas  à  le  satisfaire  par  des  conceptions  positives^ 


ec.nipport  dlncpmp^  (çt  d*âroit  daus  la  tcndanco 
gjfoà^jle  de  notre  époque  ^  Tintelligeiice  humaine , 
rédoile  &  ne  sji^pcupec  que  de  recherches  suacep- 
til^efirujcie  util itë  pratique  immédiat ,  ae  Irouve» 
f;9ut  par  .oçla  aeul ,  comme  l'a  très-  justcstnent  re« 
marqoié  Coinlorcet»  tout  ;-j^*  fait  arrêtée  dans  ^es 
prc|^9  même  à  T^gard  de  ces  appHç^Uons  aux- 
quelles pii:  aurait  ipiprudemmçnt  sacrifié  les  tiia- 
yau^  purement  spéculatifs  ;  car,  les  applicatioqs 
les  plus  importantes  dcriyent  constamment  de 
théories  formées  dans  une  flmjie  intention  scien-> 
tifique^  et  qui  souvent  ont  été  cultivées  pen- 
dant plusieurs  siècles  sans  produire  aucun  résul- 
tat pratique.  On  en  peut  citer  .un  exemple  bien 
remarquable  dans  les  belles  spéculations  des  géo- 
mètres grecs  sur  les  sections  coniques ,  qui ,  après 
une  longue  suit^  de  générations ,  ont  servi ,  en 
déterminant  la  rénovation  de  Tastronomie ,  à  con- 
duire finalement  lart  de  la  navigation  au  d^ré  de 
perfectioonement  qu'il  a  atteint  dans  ces  derniers 
temps ,  et  auquel  il  ne  serait  jamais  parvenu  sans 
les  travaux  si  purement  théoriques  d'Ârchimède 
et  d'Apollonius;  tellement  que  Condorcet  a  pu 
dire  9yec  raison  à  cet^ard  •  **  le  matelot ,  qu'une 
»  exacte  observation  de  la  longitude  préserve  du 
»  naufrage,  doit  la  vie  k  une  théorie  conçue,  deux 
»  mille  ans  auparavant ,  par  des  hommes  de  géuio 
t»  qui  avaient  en  vue  de  simples  spéculations  géq^ 
))  Uiçtriqucs.  » 
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Il  est  donc  évident  qu'après  avoir  coii^a ,  d'une 
manière  gdDCrale ,  l'étude  de  la  nature  comme  ser- 
vant de  base  rationnelle  k  l'action  sur  la  nature, 
l'esprit  humain  doit  procéder  aux  recherches 
théoriques ,  en  faisant  complètement  abstraction 
de  toute  considération  pratique  ;  car,  nos  moyens 
pour  découvrir  la  vérité  sont  tellement  faibles, 
que  si  nous  ne  les  concentrions  pas  exclusivement 
vers  ce  but,  et  si,  en  cherchant  la  vérité,  nous 
nous  imposions  en  m^me  temps  la  condition  étran- 
gère d'y  trouver  une  utilité  pi-atique  immédiate, 
il  nous  serait  presque  toujours  impossible  d'y  par- 
venir. 

Quoiqu'il  en  soil,  il  est  certain  que  l'ensemble 
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giner  un  cours  plus  étendu ,  portant  h,  la  fois  sur 
les  généralités  théoriques  et  sur  les  généralités 
pratiques.  Mais  je  ne  pense  pas  qu'une  telle  en- 
treprise »  même  indépendamment  de  son  étendue, 
puisse  être  convenablement  tentée  dans  Tétat  pré- 
sent de  l'esprit  humain.  Elle  me  semble ,  en 
effet  ^  exiger  préalablement  un  travail  très -im- 
portant et  d'une  nature  toute  particulière ,  qui 
n  a  pas  encore  été  fait,  celui  de  former,  d'après  les 
théories  scientifiques  proprement  dites  ,  les  con- 
ceptions spéciales  destinées  à  servir  de  bases  di- 
recte» aux  procédés  généraux  de  la  pratique. 

Au  degré  de  développement  déjà  atteint  par 
notre  intelligence,  ce  n'est  pas  immédiatement 
que  les  sciences  s'appliquent  aux  arts ,  du  moins 
dans  les  cas  les  plus  parfaits;  il  existe  entre  ces 
deux  ordres  d'idc'cs  un  ordre  moyen ,  qui ,  encore 
mal  déterminé  dans  son  caractère  philosophique^ 
est  déjà  plus  sensible  quand  on  considère  la 
classe  sociale  qui  s'en  occupe  spécialement. 
Entre  les  savans  proprement  dits  et  les  directeurs 
effectifs  des  travaux  productifs  il  commence  à 
se  former  de  nos  jours  une  classe  intermédiaire , 
celle  des  ingénieurs ,  dont  la  destination  spéciale 
est  d'organiser  les  relations  de  la  théorie  et  de  la 
pratique.  Sans  avoir  aucunement  en  vue  le  pro- 
grès des  connaissances  scientifiques,  elle  les  con- 
sidère dans  leur  état  présent  pour  en  déduire  les 


G8  PtlILOSOPBIE  POSITIVE. 

applications  iadustriclles  dout  elles  sont  siucep* 
tiLIcs.  Toile  est,  du  moins,  la  tendance  natu- 
relle des  choses,  quoitju'il  y  ait  encore  à  cet 
cgurd  beaucoup  de  confiuiou.  Le  corps  de  doc- 
trine pi'opre  à  cette  classe  nouvelle,  et  qui  doit 
constituer  les  véritables  théories  directes  des  diT- 
férens  arls,  pourrait,  sans  doute,  donner  lieu  à 
des  considérations  pliilosophiques  d'un  grand  in- 
térêt et  d'une  importance  i  éellc.  Mais ,  uu  travail 
qui  les  embrasserait  coD)0)ntement  arec  celles 
fondées  sur  les  sciences  proprement  dîtes ,  Krait 
aujourdlini  tout-à-fait  prcmaiuré;  car,  ces  doc- 
trines inlcrmédiaii-es  entre  lu  théorie  pure  et  la 
pratique  directe  ne  sont  point  encore  formées  :  il 


éstclaîr  {{nis'dcs  <^briceptions  jtisqu'^^prësent  aussi 
incomplètes  ne  doivent  point  entrer,  comme 
{Mirtie  essentielle,  dans  un  cours  de  philosophie 
positive  qui  ne  doit  comprendre ,  autant  que  pos- 
sible, qttédes  doctrines  ayant  Un  caiactère  fixe 
et  AeitèiMnt  dëtermi ne. 

On  concevra  d'atitant  latSéai  la  difficnltë  dé 
constiraire  ces  doctrines  intermédiaires  que  ya 
Tiens  dludiquer,  si  Ton  cd'nsidère  que  dhaque 
art  dS^pend  non-seulemént  d'une  cSertaine  scie&ce 
ebiféàpoodàiiàé ,  mais'&  la  fbik  de  phisieurs^  telle* 
nDBot  qioè  les  artslé^  pluif'importans  empruntent 
des  secours  directs  à  presque  toutes  les  diverses 
seietaoes  principales.  C'est  ainsi  que  la  véritable 
tEferiè  dé  l'agricul'tiïré  f  pour'  me  borner  au  cas  - 
le  phu 'ëttentid ,  exigé  une  intime  combinaison 
de'  cotiniiitsaneës   pBysiolbgiqucs^   chimiques , 
physiqntai  et  même  asiroliomiqucs  et  matbéma- 
thiquès  :  il  en  est  de  même  des  bèaux-arts.  On 
aperçoit  aiscofient ,  d'après  celte  considération , 
pourquoi  ces  théories  n'ôût  pu  encore  être  for- 
mées, puisqu'elles  supposent  le  développement 
préalable  de  toutes  les  différentes  sciences  fon-- 
damentales.  Il  en  résulte  également  un  nouveau 
motif  de  ne  pas  comprendre  un  tel  ordre  d'idées 
dans  un  cours  de  philoMpHie  positivé,  puisque r 
loin  de  pbuvoir  contrîfictèr  à  la  formation  systé- 
matique de  cette  philôsophîé,  lies  théories  gêné- 
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rak'S  propres  aux.  diffcrciu  arts  principaux' doi- 
vent, au  contraire,  comme  nom  le  voyons,  être 
vraiscni  LlaLlçmen  t  pi  us  lard  une  des  consëquence» 
les  plus  utiles  de  sa  construction. 

tai  résume',  nous  ne  devons  donc  considërec 
dans  ce  cours  que  les  théories  scicatiflc|ues  et 
niillcineut  leurs  applications.  Mais  avant  de  pio- 
ccdor  à  la  classification  méthodique  de  ses  diffé- 
rentes parties ,  il  me  reste  à  exposer ,  relativement 
aux  sciences  proprement  dites,  une  distinction 
importante,  qui  achèvera  de  circonscrire  nette- 
ment le  sujet  propre  de  l'étude  que  nous  entre- 
prenons. 

Il  faut  distinguer ,  par  rapport  h  tous  les  ordres 


far  coaaégpieatt  fiùrc^  partie  d'un  tnifail  que  son 
CTiréme ëtendm  aatardle  nous  oUige  à/rëdoire 
au  n|ouidine4^op|ieinmt  possible. 

.I#  distincti^  >pfjij|p^4ei»t8  ine  peut  présenter 
?^*T?"f^  ciiscttritë  aittL;  lêsprtts  qui  ont- quelque 
connaifsance  spéciak  des  différentes  sciences  pe^ 
sâtîfeftf  puisqu'elle  est  k  peu  pris'  l'équivalent  de* 
odlequon  énonce  ordii^cement  dans  ptresqtie 
tous  les  traités  scientifique^  en  comparetitt  la^hj- 
siqoa  dogmatique  à  l')iis(oire  naturelle  pn^re- 
ment  dite*. QudquesexemiJes suffiront  d'ailleura 
pour  rendre  sensible  cette  division ,  dont  rinv* 
portance  n'est  pas  encore  convenablement  appré- 
ciée. 

On  pourra  d'abord  l'apercevoir  trés^neilement 
en  comparant ,  d'une  part ,  la  physioI<^ie  géné- 
rale f  et  9  d'une  autre  part,  la  zoolc^ie  et  la  bo- 
tanique proprement  dites.  Ce  sont  évidemment^ 
en  effet ,  deux  travaux  d'un  caractère  fort  dis- 
tinct »  que  d'étudier  I  en  général,  les  lois  de  la 
vie ,  ou  de  déterminer  le  mode  d'existence  de 
chaque  corps  vivant,  en  particulier.  Getto  se* 
conde  étude,  en  outre,  est  nécessairement  fondée 
sur  la  première. 

n  en  est  de  même  de  la  cbimie ,  par  raf^rt  à 
la  minéralogie;  la  première  est  évidemment  la 
haae  rationnelle  de  la  seconde.  Dans  la  chimie  , 
OQ  considère  touti^  les  combinaisons  possrbles 
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des  iiioltîculcs  ,  et  dans  toutes  les  ciroonstanôrf 
.  iiii.ii;iiiables;  dans  In  minéralogie,  on  consitlêm 
seulcriieut  cdios  Ae  ces  conibinaisoha  qui  éë 
trouvent  realÎECes  ànan  la  constitnlioti  efFfCtrve 
du  globe  lerresli-c  ,  et  bous  l'influence  des  sentes 
circonstances  qui  lui  sont  propres.  Ce  qui  montre 
claireoiciil  la  différence  du  point  de  vue  chi- 
mique ei  du  point  de  vue  minéralogîquc  ,  quoi- 
que les  deux  sciences  portent  sur  les  mêmes 
objcls ,  c'est  que  la  plupart  des  faits  envisagés 
dans  la  première  n'ont  qu'une  existence  arti- 
ficielle, de  telle  manière  qu'un  corps,  comme 
le  chlore  ou  le  potassium  ,  pourra  avoir  une  ex- 
trême importanre  en  chimie  par  l'étendue  el  \'é~ 
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les  ordres  de  phëuoraines.  Ainsi  y  par  exemple , 
non  seulement  Tétude  spéciale  de  la  terre  ^  con* 
sidérëe  sous  tous  les  points  de  vue  qu'elle  peut 
présenter  effectivement  ,-  exige  la  connaissance 
préalable  de  la  physicpie  et  de  la  chimie  ,  mais 
elle  ne  peut  être  faite  convenablement*,  sons  y 
introduire ,  d'une  part  y  les  connaissances  astro- 
nomiques y  et  même  >  d  une  autre  part ,  les  con* 
naissances  physiologiques  ;  en  sorte  qu'elle  tient 
au  système  entier  des  seiences  fondamentales.  Il 
en  est  de  même  de  chacune  des  sciences  natu- 
rdles  proprement  dites.  C'est  précisément  pour 
ce  motif  que  la  physique  concrète  a  fait  jusqu'à 
pi-ésent  si  peu  de  progrès  réels ,  car  elle  n'a  pu 
commencera  être  étudiée  dune  manière  vraiment 
rationnelle  qu'après  la  physique  abstraite ,   et 
lorsque  toutes  les  diverses  branches  principales 
de  celle-ci  ont  pris  leur  caractère  définitif ,   ce 
qui  n'a  eu  lieu  que  de  nos  jours.  Jusqu'alors  ou 
n'a  pu  recueillir  à  ce  sujet  que  des  matériaux 
plus  ou  moins  incohérens ,  qui  sont  même  encore 
fort  incomplets.  Les  faits  connus  ne  pourront  être 
coordonnés   de  manière  à  former  de  véritables 
théories  spéciales  des  différens  êtres  de  l'univers, 
que  lorsque  la  distinction  fondamentale  rappelc'c 
ci-dessus  ,  sera  plus  profondément  sentie  et  plus 
régulièrement    organisée  ,  et   que  ,    jiar  suite  , 
les   savans  particulièrement  livres  à  1  étude  des 
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sciences  naturelles  proprement  dites  ,  auront  re- 
connu la  nëcessiUi  de  fonder  leurs  recfaen^ies 
sur  une  connaissance  approfondie  de  toutes  les 
sciences  fondamentales,  condition  qui  est  e 
aujourd'hui  fort  loin  d'élre  conveoal 
remplie. 

L'examen  de  cette  condition  confin 
ment  pourquoi  nous  devons,  dans  ce  eouis  de 
philosophie  positive,  réduire  nos  considérations 
à  l'étude  des  sciences  générales  ,  sans  r mhi  wif  i 
en  même  temps  les  sciences  dcftcriptives  ou  parti- 
culières. Ou  voit  naître  ici ,  en  effet ,  une  nou- 
velle propriété  essentielle  de  cette  élude  propro 
des  ^éiicralités  de  la  pliysitjuc  abstraite  ;  c'est  de 
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fondamenlales  »  est  a«ei  vasie  par  elle  -  mâme , 
pour  qu'il  importe  d'en  écarter,  autimt  que  possi- 
ble, toutes  ]es  considérations  qui  ne  sont  pas 
indispensables;  or,  celles  relatives  aux  sciences 
secondaires  seront  toujours,  quoi  qu'il  arrive, 
d'un  geme  distinct.  La  philosophie  des  sciences 
fondamentales,  présentant  un  système  de  concep- 
tions positives  sur  tous  .nos  ordres  de  connaissan- 
ces réelles^  sufBt,  par  cela  même,  pour  consti- 
tuer cette  philosophie  première  que  cherchait 
Bacon ,  et  qui  étant  destinée  à  servir  désormais  de 
base  permanente  à  toutes  les  spéculations  bu* 
maines ,  doit  être  soigneusement  réluite  à  la  plus 
simple  expression  possible. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage  en  ce  mo- 
ment sur  une  telle  discussion  9  que  j  aurai  natu- 
rellement plusieurs  occasions  de  reproduire  dans 
les  diverses  parties  de  ce  cours.  L'explication  pré- 
cédente est  assez  développée  pour  motiver  la  ma- 
nière dont  j'ai  circonscrit  le  sujet  général  de  nos 
considérations. 

Ainsi ,  en  résultat  de  tout  ce  qui  vient  d'être 
exposé  dans  celte  leçon ,  nous  voyons  :  1^  que  la 
science  humaine  se  composant,  dans  son  ensem- 
ble ,  de  connaissances  spéculatives  et  de  connais- 
sants d'application  y  c'estseulement  des  premières 
que  nous  devons  nous  occuper  ici;  st^  que  les 
connaissances  théoriques  ou  les  sciences  propre- 

6. 
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ment  dites ,  se  divisant  en  scienceo  gëoëniles  et 
sciences  particulières ,  nous  devons  ne  conaidërer 
ici  que  le  premier  ordre,  et  nous  borner  &  It 
physique  abstraite,  quelque  intérêt  que  puisse 
nous  présenter  la  pbysique  concrète. 

Le  sujet  propre  de  ce  cours  éuint  par  U  exac- 
Icmcrit  circonscrit ,  il  est  facile  maintenant  de 
'  procéder  à  une  classincatioii  rationnelle  vraiment 
salisl'aisante  dos  sciences  fondanicolales ,  oe  qui 
constitue  la  question  encyclopédique,  objet ^é- 
cial  de  cette  leçon. 

Il  faut,  avant  tout,  commencer  par  reconnaître 
que  ,  quelque  naturelle  que  puisse  être  une  tdle 
classîGcalion  ,    elle  rcnrermcra   toujc 
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pour  caracicriseï*  la  vërilable  difficulté  de  la  re- 
cherche qui  nous  occupe  actuellement*  Cette 
considération  ,  d'ailleurs ,  me  donnera  lieu  d*é- 
lablir  ,  relativement  à  Texposition  de  nos  con- 
naissances,  im  principe  généraL  dont  j'aurai 
plus  tard  à  présenter  de  fi*équentes  applications* 

Toute  science  peut  être  exposée  suivant  deux 
marches  essentiellement  distinctes  ,  dont  tout 
autre  mode  d'exposition  ne  saurait  cire  qu'une 
combinaison ,  la  marche  hisionque  y  et  la  marche 
dogmatique* 

Par  le  premier  procédé  y  ou  expose  successi- 
vement les  connaissances  dans  le  même  ordre 
effectif  suivant  lequel  l'esprit  humain  les  a 
réellement  obtenus  ,  et  eu  adoptant  y  autant  que 
possible ,  les  mêmes  voies. 

Par  le  second ,  on  présente  lo  système  des 
idées  tel  qu'il  pourrait  être  conçu  aujourd'hui 
par  un  seul  esprit ,  qui  y  placé  au  point  de  vue 
convenable  y  et  pourvu  des  connaissatHU's  suiFi- 
santés  y  s'occuperait  à  refaire  la  scieuoe  dans  son 
ensemble. 

Le  premier  nK)de  est  évidemment  celui  par 
lequel  commence^  de  toute  nécessité  y  1  étude  de 
chaque  science  naissante  ;  car  y  il  présente  cette 
propriété;  de  n'exiger  y  pour  l'exposition  des  con- 
naissances y  aucun  nouveau  travail  distinct  de 
celui  de  leur  formation ,  toute  la  didactique  se 
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réduisant  alors  à  étudier  successiTement  »  dam 
l'ordre  chronolt^que,  les  divers  ouvrages  origU 
iiaux  qui  ont  contribué  aux  progrés  de  la  scientx, 
l£  moile  dc^matique,  supposant  au  coutraire, 
que  tous  ces  travaux  particuliers  ont  été  refoodui 
en  un  système  général ,  pour  être  présentés  sui- 
vant un  ordre  logique  plus  naturel,  n'est  a{^lii 
caille  qu'à  une  science  déjà  parvenue  Ji  un  asse* 
haut  degré  de  développement.  Mais ,  k  mesuiv 
que  la  science  fait  des  progrès,  l'ordre  historitfite 
d'espositioii  devient  de  plus  en  plus  impraticable, 
par  la  trop  longue  suite  d'intermédiaires  qu'il 
obligerait  l'esprit  à  parcourir  ;  tandis  que  l'ordre 
dosmatÎQue  devient  de  ulus  en    plus  possiLile 
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rëœotei»  cia*on  ne  petit  eonnaiire  que  ptro& 
mojen* 

La  tendance  constante  de  Tesprît  humain, 
€[oant  à  reiqposition  des  connaissances ,  est  donc 
de  snbsritoer  de  plus  en  plus  à  l'ordre  historique 
Tordre  dogmatique ,  qui  peut  seul  convenir  à  l'é- 
tat perfectionné  de  notre  inlelligence. 

Le  proUèrae  général  de  l'éducation  intellec* 
luelle  consiste  à  faire  parvenir,  en  peu  d'années, 
un  seul  entendement,  le  plus  souvent  médiocre > 
au  même  point  de  développement  qui  a  été  at- 
teint, dans  une  longue  suite  de  siècles ,  par  un 
grand  nombre  de  génies  supérieurs  appliquant 
successivement ,  pendant  leur  vie  entière ,  toutes 
leurs  forces  à  l'étude  d'un  même  sujet.  Il  est  clair, 
diaprés  cela,  que,  quoiqu'il  soit  infiniment  plus 
facile  et  plus  court  d  apprendre  que  d'inventer, 
il  serait  certainement  impossible  d'atteindre  le  but 
proposé,  si  l'on  voulait  assujétir  chaque  esprit 
individuel  à  passer  successsivement  par  les  mêmes 
intermédiaires  qu'a  dû  suivre  nécessairement  le 
génie  collectif  de  l'espèce  humaine.  De  là,  Tin- 
dispensable  besoin  de  l'ordre  dogmatique ,  qui  est 
surtout  si  sensible  aujourd^ui  pour  les  sciences 
les  plus  avancées ,  dont  le  mode  ordinaire  d'expo- 
sition ne  présente  plus  presqn'aucune  trace  de  la 
filiation  effective  de  leurs  détails.  \. 

Il  faut,  néanmoins,  ajouter,  pour  prévenir 
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,  toute  exagération ,  que  tout  mode  réel  d'eipaa- 
tiouest,  inévitablemeul,  uue  certaiae  combiini- 
son  (le  l'ordre  dogmatique  avec  l'onlre  historique , 
dans  lai]uelle  teulemeat  le  premier  doit  dominer 
constamment  et  de  plus  en  plus.  L'ordre  dogma- 
tique ne  peut,  en  effet,  être  suivi  d'une  manière 
tout-à-fait  rigoureuse;  car,  par  cela  mâme  qu'il 
exige  une  nouvelle  élaboration  des  connaissance» 
acquises,  il  n'est  point  applicable,  à  chaque 
époque  de  la  science ,  aux  parties  récemmeot 
formées,  dont  l'étude  ne  comporte  qu'im  ordre 
,e$senticlleinent  historique,  lequel  ne  prëaente 
pas,  d'ailleurs,  dans  ce  cas,  les  inconvéniens 
principaux  qui  le  font  rejeter  en  général. 
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En  effet ,  non  seulemenl  les  diverses  parties^  de 
chaque  science ,  qu'on  est  conduit  a  séparer  dans 
Tordre  dogmatique ^  se  sont,  en  réalité,  déve* 
loppées  simultanément  et  sous  Tiofluence  les  unes 
des  autres ,  ce  qui  tendrait  à  faire  préférer  Tordre 
hisUMtque  :  mais  en  considérant  f  dans  son 
ensemble^  le  dévdofqpement  effectif  de  Tesprit 
humain,  on  voit  de  plus  que  les  différentes 
sciences  ont  été,  dans  le  fait,  perfectionnées  en 
même  temps  et  mutuellement  ;  on  voit  même 
que  les  progrés  des  sciences  et  ceux  des  arts  ont 
dépendu  les  uns  des  autres ,  par  d'innombrables 
influences  réciproques ,  et  enfin  que  tous  ont  été 
étroitement  liés  au  développement  général  de  la  - 
société  humaine.  Ce  vaste  encbaînement  est  tel- 
lement r^l  que  souvent,  pour  concevoir  la  géné- 
ration effective  d'une  théorie  scientifique,  l'esprit 
est  conduit  à  considérer  le  perfectionnement  de 
quelque  art  qui  n'a  avec  elle  aucune  liaison  ra- 
tionnelle, ou  même  quelque  progrès  particulier 
dans  l'organisation  sociale^  sans  lequel  cette  dé- 
couverte n'eût  pu  avoir  lieu.  Noiis  en  verrons 
dans  la  suite  de  nombreux  exemples.  U  résulte 
donc  de  là  que  l'on  ne  peut  connaître  la  véritable 
histoire  de  chaque  science ,  c'est-à-dire ,  la  for- 
mation réelle  des  découvertes  dont  die  se  com- 
pose, qu'en  étudiant,  d'une  manière  générale  et 
directe,  Ihisloirc  de  l'humtinilé.  C'î\sl  pourquoi 
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tous  les  document  recueillis  jusqu'ici  sur  l'his- 
toire des  matli^inatï(|ues ,  de  l'astroDomie  >  de  U 
médecine,  etc.,  quelque  prà:ieuxfpi'ils soient,  ne 
peuvent  être  n^ardës  que  comme  des  maléritux. 

Le  prétendu  ordre  historitfue  d'exposition , 
même  quand  il  pourrait  être  suivi  rigoureusement 
pour  les  détails  de  chaque  science  eu  particulier, 
serait  déjà  purement  hjolbétique  et  abstrait  sont 
le  rapport  le  plus  important ,  en  ce  qu'il  considd- 
rerait  le  développement  de  celte  science  comme 
isolé.  Bien  loin  de  mettre  en  évidence  la  vérita- 
ble histoire  de  la  science,  il  tendrait  à  en  dire 
cpncevoir  une  opinion  tré»-fausse. 

Ainsi ,  nous  sommes  certainement  convaincus 
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la  partie  la  plus  imporUnle ,  quoique  jusqu'ici  )a 
}dufl  n^ligëe*  Dans  l'ëtude  de  chaque  science ,  lea 
considérations  historiques  inddentes  qui  pour* 
ront  se  présenter,  auront  un  caractère  nettement 
distinct ,  de  manière  à  ne  pas  altérer  ]a  nature 
propre  de  notre  travail  principal. 

La  discussion  précédente ,  qui  doit  d'ailleurs, 
comme  on  le  voit,  être  spécialement  développée 
{dus  tard  ,  tend  à  préciser  davantage ,  en  le  pré* 
jMntant  sous  un  nouveau  point  de  vue ,  le  vérita-* 
Ue  esprit  de  ce  cours.  Mais ,  surtout ,  il  en 
résulte,  relativement  à  la  question  actuelle,  la  dé- 
termination exacte  des  conditions  qu'on  doit  s'im- 
poser et  qu'on  peut  justement  espérer  de  remplir 
dans  la  construction  d'une  échelle  encjclopédi-i 
que  des  diverses  sciences  fondamentales. 

On  voit ,  en  effet ,  que ,  quelque  parfaite  qu'on 
pût  la  supposer,  cctle  classification  ne  saurait  ja- 
mais être  rigoureusement  conforme  à  l'enchaîne- 
ment historique  des  sciences.  Quoi  qu^on  fasse , 
on  ne  peut  éviter  entièrement  de  présenter 
comme  antérieure  telle  science  qui  aura  cepen-r 
dant  besoin  ,  sous  quelques  rapports  particuliers, 
plus  ou  moins  importans,  d'emprunter  des  no- 
tions à  une  autre  science  classée  dans  un  rang 
postérieur.  Il  faut  tâcher  seulement  qu'un  tel  in- 
convénient n'ait  lieu  relativement  aux  concep- 
(ion^    caractéristicpies  de   chaque    science  ^  car 
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alors  la  classificatioti  serait  tout-à-Iàit  vicieiiae. 

Alosi ,  |tai-  exemple ,  il  me  Mmble  ÎDCaotcatir- 
ble  que ,  dans  le  système  général  des  scieDca , 
l'astroDomie  doit  être  placée  avant  la  physique 
|>ropremcnt  dite,  et  néanmoins  plusieurs  bran- 
ches de  colle-cl,  surtout  l'optique»  sont  indis- 
pensables à  l'exposiliou  conipléie  de  la  {Hremiére. 

De  teU  défauts  secondain-s,  qui  sont  stricte- 
ment inévitables,  ne  sauraient  prévaloir  contre 
une  classifir^tiou,  qui  remplirait  d'ailleurs  con- 
venablement les  cxtudilions  principales.  Ils  tien- 
nent à  ce  qu'il  y  a  nécessairement  d'artificiel  dans 
notre  division  du  travail  iutellecluel. 

Nciinmoins.  quoique,  d'après  les  explications 
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tarel  des  diverses  scienœs ,  le  point  de  départ  de 
respéoe  ayant  dû  nécessairement  être  le  même 
qne  celai  de  l'indiyidiu 

Pour  achever  de  déterminer  avec  tonte  la  pré- 
cision possible  la  difficulté  exacte  de  ]a  question 
encyclopédique  que  nous  avons  à  résoudre ,  je 
crois  utile  d'introduire  une  considération  mathé- 
matique fort  simple  qui  résumera  rigoureuse- 
ment Tensemble  des  raisonncmcns  exposés  jus- 
qulci  dans  cette  leçon.  Voici  en  quoi  «lie  consiste. 

Nous  nouspro{K>sons  de  classer  les  sciences  fon- 
damentales. Or ,  nous  verrons  bientôt  que ,  tout 
bien  considéré^  il  n'est  pas  possible  d'en  distin- 
guer moins  de  six  ;  la  plupart  des  savaus  en  ad- 
mettraient même  vraisemblablement  un  plus 
grand  nombre.  Gela  posé ,  on  sait  que  six  objets 
comportent  720  dispositions  dificrentes.  Les 
sciences  fondamentales  pourraient  donc  don- 
ner lieu  à  720  classifications  distinctes,  jiarmi 
lesquelles  il  s'agit  de  choisir  la  classification 
nécessairement  unique  y  qui  satisfait  le  mieux 
aux  principales  conditions  du  problème.  On  voit 
que  y  malgré  le  grand  nombre  d'échelles  encyclo- 
pédiques successivement  proposées  jusquà  pré- 
sent ^  la  discussion  n'a  porté  encore  que  sur  une 
bien  faible  partie  des  dispositions  possibles  ; 
et  néanmoins ,  je  crois  pouvoir  dire  sans  exagé- 
ration   qu'en   examinant   chacune  de  ces   720 
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classificaLions  ,  il  n'eu  serait  pcut-^Irc  pas 
uue  seule  en  faveur  de  Inquelle  un  ne  pAt  faire 
valoir  quelques  molifs  plausibles;  car,  en  obser- 
vant les  diverses  dispositions  qui  ont  été  efTccti- 
veinent  proposées,  on  remarque  entre  elles  les  plus 
estrémes  différences  ;  les  sciences  qui  sont  placées 
par  les  uns  à  la  léte  du  syslènie  encyclopédique, 
étant  renvoyées  par  d'autres  à  l'cxlréniilé  oppo- 
sée, et  réciproquement.  C'est  donc  dans  ce  clioix 
d'un  seul  ordre  vraiment  rationnel ,  parmi  le  nom- 
bre très-considérabic  des  systèmes  possiLles ,  que 
consiste  la  difficulté  précise  de  la  question  que 
nous  avons  posée. 
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BÎère  f  que  Tëludc  rationnelle  de  chaque  eatégo- 
rie  ioit  fondée  sur  la  connaiaaanoe  des  lois  priii« 
cipales  de  la  catégorie  précédente  ^  et  ilerienni?  la 
fondement  de  Tétude  de  la  saivante.  Gel  ordre  est 
déterminé  par  le  degré  de  simplicité  j  ou ,  ce  qui 
revient  aa  même ,  par  le  degré  à^  généralité  dfHi 
phénomènes ,  d'où  résulte  leur  dépendance  snc^ 
cessi^Cj  et,  en  conséquence,  la  facilité  plus  ou 
moins  grande  de  leur  étude. 

n  est  dair ,  en  eifet,  à  priori,  que  les  phéao* 
mènes  les  plus  simples ,  ceux  qui  se  compliquent 
le  moins  des  autres ,  sont  nécessairement  aussi  les 
pins  généraux  ;  car,  ce  qui  s'observe  dans  le  plus 
grand  nombre  de  cas  cst^  par  cela  même,  dégagé 
le  plus  possible  des  circonstances  propres  à  cha- 
que cas  séparé.  C'est  donc  par  l'étude  des  phé- 
nomènes les  plus  généraux  ou  les  plus  simples 
qu'il  faut  comaiencer^  en  procédant  ensuite  suc* 
cessivement  jusqu'aux  phénomènes  les  plus  parti- 
culiers ou  les  plus  compliqués,  si  l'on  veut  con^ 
cevoir  la  philasophie  naturelle  d'une  manière 
vraiment  méthodique;  car,- cet  ordre  de  génifra- 
litd  ou  de  simplicité  déterminant  nécessairement 
l'enchaînement  rationnel  des  diverses  sciences 
fondamentales  par  la  dépendance  successive  do 
leurs  phénomènes,  fixe  ainsi- leur  degré  de  faci-^ 
lilé. 

Kn  même  temps,  par  une  considération  auxi« 
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liaîre  que  je  croiH  imporunt  de  noter  ici,  et  f{aï 
converge  exacteoientavec  toutef  lei  préaiàente», 
les  phénomènes  les  plus  géuérauz  ou  les  plus  sim- 
ples se  trouvant  nécessairement  les  plusdtraiigers  tk 
riiooinic,  (loÎTCnt,  par  cela  même,  être  ^ludiÀ 
dans  une  disposition  d'esprit  plus  calme,  plus rt- 
tionnelte ,  ce  qui  constitue  un  nouveau  motif 
pour  que  les  sciences  correspondantes  se  dévelt^ 
peut  plus  rapidement. 

Ayant  ainsi  indiqué  la  r^le  fondamentale  qui 
doit  présider  à  la  ciassilication  des  sciences,  je 
puis  laisser  iuimédia  tentent  à  ia  construction  de 
l'éclielle  cncyclopé<lique  d'après  bquclle  le  plan 
de  ce  cours  doit  être  détermine,  et  que  chacun 
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cent  dés  carpàr  inorguiiques.  De  quelque  nur 
uière  quTon  explique  le»  différences  de  ces  deux 
sortes  d'êtres,  U  est  certaiii  qa^on  observe  dans 
les  carps  tivans  tons  les  phénomènes,  soit  mé- 
caniqiies,  soit  chimiques,  qui  ont  lieu  dans  les 
corps  brats ,  plus  un  ordre  tout  spécial  de  phé- 
nomènes,   les  phénomènes  vitaux  proprement 
dits  9  ceux  qui  tiennent  à  Yorganisation.  11  ne 
s'agit  pas  ici  d'examiner  si  les  deux  classes  de 
corps  scmt  ou  ne  sont  pas  de  la  même  Ptatufe^ 
question  insoluble  qu'on  agite  encore  b^ucoup 
trop  de  nos  jours ,  par  un  reste  dlnfluence  des 
habitudes  thëolc^iques  et  métaphysiques;   une 
telle  question  n'est  pas  du  domaine  de  la  philoso- 
fhiB  positive,  qui  fait  formellement  profession 
d'ignorer  absolument  la  nature  intime  d'un  corps 
quelconque.  Mais  il  n'est  nullement  indispensable 
de  considérer  les  corps  bruts  et  les  corps  vivans 
comme  étant  d'une  nature  essentiellement  diffé- 
rente pour  reconnaître  la  nécessité  de  la  sépara- 
tion de  leurs  études. 

Sans  doute ,  les  idées  ne  sont  pas  encore  suffi- 
samment fixées  sur  la  manière  générale  de  con- 
cevoir les  phénomènes  des  corps  vivans.  Mais, 
quelque  parti  qu'on  puisse  prendre  à  cet  égard 
par  suite  des  progrès  ultérieurs  de  la  philosophie 
naturelle,  la  classification  que  nous  établissons 
n'en  saurait  être  aucunement  affectée.  En  effet, 
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'rcgardiit-on  comme  démontré,  ce  que  permel  à 

'  |)eino  dVntrevoir  l'état  présunt  de  la  physiologie, 
({ue  les  phénoniènos  pliysiolf^iqurs  sont  toujourb 
d<ï  simples  phénomènes  mécaniques,  électriques  cl 
chimiques,  modifiés  parla  structure  et  la  cora- 
positiuu  propres  aux.  corps  oi^anisés,  notre  divi- 
siuii  i'ondamcntalo  n'en  subsisterait  pas  nioîns. 
Gtr  il  rr»le  toujours  vrai,  même  dans  tzette  hy- 
putlièsr,  ({lie  les  phénomènes  généraux  doivent 
t'ire  étudiés  avant  de  proi-éder  à  l'examen  des 

.  modi fi<^ul  ions  spéciales  fpi'ils  «'prouvent  dans  oer~ 
tains  ùtrt's  de  l'univers,  parsuite  d'une  disposition 
particulière  des  moléculrs.  Ainsi,  la  division,  qaî 
id'hui  iomiit-  dans  la  ,.Iu|».rr  de, 
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qu'après  avoir  établi  les  lois  générales  de  la  phj^ 
sique  inorganique. 

Passons  maintenant  ^  la  détermination  de  la 
sous  -  division  principale  dont  est  susceptible , 
d'après  la   même  règle,   chacune  de  ces  deux  . 
grandes  moitiés  de  la  philosophie  naturelle. 

Pour  la  phjsique  inorganique ,  nous  voyons 
d'abord^  en  nous  confprmant  toujoui*s  à  l'ordre 
de  généralité  et  de  dépendance  des  phénomènes  » 
qu'elle  doit  être  partagée  en  deux  sections  dis- 
tinctes ,  suivant  qu'elle  considère  les  phéno- 
mènes généraux  de  l'univers  ^  ou ,  en  particulier , 
ceux  que  présentent  les  corps  terrestres.  D'où  la 
physique  céleste  y  ou  l'astronomie  ,  soit  géomé- 
trique >  soit  mécanique  ;  et  la  physique  terrestre. 
La  nécessité  de  cette  division  est  exactement 
semblable  à  celle  de  la  précédente. 

Les  phénomènes  astronomiques  étant  les  plus  gé- 
néraux, les  plus  simples,  les  plus  abstraits  de  tous  ^ 
c'est  évidemment  par  leur  étude  quedoitcommen- 
cer  la  philosophie  naturelle  y  puisque  les  lois  aux- 
quelles ils  sontassujétis  influent  sur  celles  de  tous 
les  autres  phénomènes^  dont  elles-mêmes  sont;  au 
contraire,  essentiellement  indépendantes.  Dans 
tous  les  phénomènes  de  la  physique  terrestre  ,  on 
observe  d'abord  les  effets  généraux  de  la  gravitation 
universelle  >  plus  quelques  autres  effets  qui  leur 
sont  propres ,  et  qui  modifient  les  premiers.  11 
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s'ensuit  que,  lorsqu'on  analjac  le  ph^omène  tef 
restre  le  plus  simple  ,  non-seulement  en  prenant 
un  phénomène  chimique,  mais  en  choitiuant 
même  un  phénomène  purement  mécanique ,  on 
le  trouve  constamment  plus  composé  que  le  ph^ 
noDiènc  céleste  le  plus  compliqué.  C'est  aînM , 
par  exemple  ,  que  le  simple  mouvement  d'nn 
corps  pesant ,  même  quand  il  ne  s'agit  que  d'an 
solide,  présente  réellement,  lorsqu'on  veut  tenir 
compte  de  toutes  les  circonstances  déterminanta, 
va  sujet  de  recherches  plus  compliqué  que  là 
question  astronomique  la  plus  difiîcile.  Une  telle 
considération  monlre  clairement  combien  il  eut 
r  nettmncti 
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sur  eux*  Chacun  tait ,  63a  effet  »  qoe  toute  action 
chimiqne  est  aoumise  d'abord  à  Finfloence  de  la 
pesanteur,  de  la  chaleur^  de  Tâectricitë ,  etc., 
et  prëaente ,  en  outre  »  quelque  choie  de  propre 
qui  modifie  l'action  des  agena  prëcédens.  Cette 
considération,  qui  montre  ^Tidemment  la  chimie 
comme  ne  pouvant  marcher  qu'après  la  {diysiquef 
la  présente  en  même  temps  comme  une  science 
distincte.  Car»  quelque  opinion  qu'on  adopte  re- 
lativement aux  affinités  chimiques,  et  quand 
même  on  ne  verrait  en  elles  »  ainsi  qu'on  peut  le 
concevoir  f  que  des  modifications  de  la  (gravitation 
générale  produites  par  la  figure  et  par  la  disposi-- 
tion  mutuelle  des  atomes ,  il  demeurerait  incon* 
testable  que  la  nécessité  d'avoir  continuellement 
^gard  à  ces  conditions  spéciales  ne  permettrait 
point  de  traiter  la  chimie  comme  un  simple  ap^ 
pendice  de  la  physique.  On  serait  donc  obligé , 
dans  tous  les  cas ,  ne  fût-ce  que  pour  la  facilité  de 
l'étude  f  de  maintenir  la  division  et  l'enchaiae- 
ment  que  l'on  regarde  aujourd'hui  conmie  tenant 
à  l'hétérogénéité  des  phénomènes. 

Telle  est  donc  la  distribution  rationnelle  des 
principales  branches  de  la  science  générale  des 
corps  bruts.  Une  division  analogue  s'établit ,  de 
la  même  manière ,  dans  la  science  générale  des 
corps  organisés. 

Tous  les  êtres  vivans  présentent  deux  ordres 
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(le  pliéiioméiios  esscnti<^lleniL'iil  difttiucU  ,  ceux 
i-clatii'sà  riitdividu,  et  cem  qui  coucvritftnt  l'es- 
pt^cc,  surloiit  quand  ri  le  eiîl  socrnlile.  Cfîsl  {ïrio- 
cipaleuieiit  par  rapport  à  riiommr ,  que  celte  dis- 
tinction KSI  J'ondainent.'il<^.  Le  dcTiiicr  ordre  de 
phétionièiies  est  évidemiueut  plus  con>pliquc  et 
plus  [Kirliculier  que  le  premiet'  ;  il  en  liépfiaé 
siius  iiiflufr  sur  lui.  De  U  ,  deux  fraudes  sei^tioiu 
dans  la  //hjsique  organique  ,  In  pUysiologie  pro- 
prement dite  ,  et  la  physiijuu  sociale  ,  ^î  «tl 
fondée   sur  la  première. 

Dans  tous  les  phénomènes  sociaux  ,  on  observe 
d'abord  l'Influence  des  lois  physiologiques  de 
l'individu  ,  et  ,  en  outre,  queliiur  chose  dcr 
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niogènes^  ils  ne  sont  point  identiques.^  et  la  sépa*^ 
ration  des  deux  sciences  est  d'une  importance 
vraiment  fondamentale*  Car  ^  il  serait  impossible' 
de  traiter  Tëlwle  collective  de  l'espèce  comme 
une  pore  déduction  de  l'étude  de  l'individu  , 
puisque  les  conditions  sociales,  qui  modifient  l'ac- 
tion des  lois  physiologiques  ,  sont  précisément 
alors  la  considération  la  plus  essentielle.  Ainsi , 
la  physique  sociale  doit  être  fondée  sur  un  corps 
d'observations  directes  qui  lui  soit  propre ,  tout  en 
aj'ant  ^rd ,  comme  il  convient ,  à  son  intime 
relation  nécessaire  avec  la  physiologie  proprement 
dite. 

On  pourrait  aisément  établir  une  symétrie  par- 
faite entre  la  division  de  la  physique  organique 
et  celle  ci  -  dessus  exposée  pour  la  physique 
inorganique  ,  en  rappelant  la  distinction  vulgaire 
de  la  physiologie  proprement  dite  en  végétale  et 
animale.  Il  serait  facile  ,  en  effet ,  de  rattacher 
cette  sous-division  au  principe  de  cLissification 
que  nous  avons  constamment  suivi  y  puisque  les 
phénomènes  de  la  vie  animale  se  présentent  y  en 
général  du  moins  y  comme  plus  compliqués  et 
plus  spéciaux  que  ceux  de  la  vie  végétale.  Mais 
la  recherche  de  cette  symétrie  précise  aurait  quel* 
que  chose  de  puéril  y  si  elle  entraînait  à  mécon- 
naître ou  à  exagérer  les  analogies  réelles  ou  les 
différences   effectives  des  phénomènes.   Or ,  il 
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est  certaiu  que  la  distinction  entre  la  phyf  iologie 
v^taleetla physiologie  animale,  qui  a  unegraiide 
importance  dans  ce  que  j'ai  a{qielé  Itp^nque 
concrète ,  n'en  a  presque  aucune  dans  la  physique 
abstraite,  la  seule  dont  il  s'agisse  ici.  La  ood- 
naissancc  des  lois  générales  de  la  viei  qui  doit 
être,  à  nos  yeux,  le  véritable  objet  de  la  phyûo- 
logie  I  exige  la  considération  simultanée  de  toalo 
la  série  oi^nique  sans  distinction  de  végétaux  et 
d'animaux ,  distinction  qui,  d'ailleurs»  a'e&oe 
de  jour  en  jour  ,  &  mesure  que  les  phénom^  | 
lies  sont  étudiés  d'une  manière  plus  approfoi»» 
die. 

Nous  persisterons  doue  à  ne  considérer  qu'une 
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pins  éloignés  de  l'humanité;  ils  influent  sur  tous 
les  autres  9  sans  être  influencés  par  enr.  Les  phé» 
nomènes  considérés  par  la  dernière  sont,  au  con- 
traire f  les  plus  particuliers  y  les  plus  compliqués, 
les  plus  concrets  et  les  plus  directement  intére»> 
sans  pour  l'homme  ;  ils  dépendent,  plus  ou  moins, 
de  tons  lesprécédens,  sans  exercer  sur  eux  aucune 
influence*  Entre  ces  deux  extrêmes ,  les  di^rés  de 
spécialité,  de  complication- et  de  personnalité  des 
phénomènes  vont  graduellement  en  augmentant , 
ainsi  que  leur  dépendance  successive.  Telle  est 
Tintime  relation  générale  que  la  véritable  obser- 
vation philosophique^  convenablement  employée, 
et  non  de  vaines  distinctions  arbitraires ,  nous 
conduit  à  établir  entre  les  diverses  sciences  fon- 
damentales. Tel  doit  donc  être  le  plan  de  ce 
cours. 

Je  n'ai  pu  ici  qu'esquisser  l'exposition  des 
considérations  principales  sur  lesquelles  repose 
cette  classification.  Pour  la  concevoir  complète- 
ment ,  il  faudrait  maintenant ,  après  l'avoir  envi* 
sagée  d'un  point  de  vue  général ,  l'examiner  rela- 
tivement à  chaque  science  fondamentale  en  parti- 
culier. C'est  ce  que  nous  ferons  soigpeusement  en 
commençant  l'étude  spéciale  de  chaque  partie  de 
ce  cours.  La  construction  de  cette  échelle  ency-* 
dopédique ,  reprise  ainsi  successivement  en  par* 
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uni  du  cluicunu  des  cinq  graiidcit  scicnuui,  lui 
fera  acquérir  |>lus  d'exactitude,  et  surtout  mettra 
|)lciiieiuciit  eu  évidence  sa  solidité.  Ces  avnniageii 
>eront  d'autant  {ilus  sensibles  que  nous  verrons 
iilors  la  distribution  intérieure  de  ebacjuc  science 
s'établir  nul  urcllemcnt  d'après  le  mèiue  principe, 
i;e  qui  présentera  tout  le  système  des  connais- 
Stances  humaines  décomposé,  jusque  dans  ses 
détails  sccundairos,  d'après  une  considération 
unique  constamment  suivie,  celte  du  dt^ré  d'ab-l 
siraction  plus  ou  moins  grand  des  conceptions  j 
correspondantes.  Mais  des  tra\aux  de  ce  genre, 
outre  qu'ils  nouscntruineiaient  imiutv'uant  beau- 
coup   trop  loin,  seraient  certainement  déplacés 
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en  cflfet  .  implicitement  admise  par  les  savans 
livres  à  l'étude  des  diverses  branches  de  la  phi- 
losophie naturelle. 

C'est  une  condition  ordinairement  fort  négligée 
par  les  constructeurs  d'échelles  encyclopédiques^ 
que  de  présenter  comme  distinctes  les  sciences 
que  la  marche  effective  de  l'esprit  humain  a  con- 
duit j  sans  dessein  prémédité ,  à  cultiver  séparé* 
ment,  et  d'établir  entr'elles  une  subordination 
Gouforme.aux  relations  positives  que  manifeste 
leur  développement  journalier*  Un  tel  accord  est 
néanmoins  évidemment  le  plus  sûr  indice  d'une 
bonne  classilication;  car,  les  divisions  qui  se 
sont  introduites  spontanément  dans  le  système 
iicientifique  n'ont  pu  être  déterminées  que  par 
le  sentiment  long-temps  éprouvé  des  véritables 
besoins  de  l'esprit  liumain  ,  sans  qu'on  ait  pu  elrc 
égaré  par  des  géuéralités  vicieuses. 

Mais  9  quoique  la  classification  ci-dessus  pro- 
posée remplisse  entièrement  cette  condition  ,  ce 
qu'il  serait  superflu  de  prouver,  il  n'en  faudrait 
pas  conclure  que  les  habitudes  généralement  éta- 
blies aujourd'hui  par  expérience  chez  les  savans , 
rendraient  inutile  le  travail  encyclopédique  que 
uous  venons  d'exécuter.  Elles  ont  seulement 
rendu  possible  une  telle  opération  ,  qui  présente 
la  différence  fondamentale  d'une  conception  ra- 
tionnelle à  une  classification  purementenipirique. 
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Il  s'en  faut  daiUeurs  que  cette  clusificatiott  aoit 
ordinairemcDt  conçue  et  surtout  suivie  avec  toote 
la  précision  nccessaire  ,  et  que  ton  imporbmoe 
soit  couvcnablemcDt appréciée  ;  ilsuf&nùti  pour 
s'en  convaincre  ,  de  considérer  les  graves  •infrao- 
tioDS  qui  sont  commises  tous  les  jours  contre  œtle 
loi  cncvclopédiquc,  au  grand  préjudice  de  l'ei* 
|knt  humain. 

Un  second  caractère  trés-esaentiel  de  notre 
classificalioo ,  c'est  d'être  nécessairement  con- 
forme à  Tordre  effectif  du  développement  de  k 
philosophie  naturelle.  C'est  ce  que  vérifie  tout  oe 
qu'on  sait  de  l'histoire  des  sciences  ,  particulidrfr- 
ment  dans  les  deux  derniers  siècles  ,  où  nous  p 
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liMBdre  réellement,  saiis  y  avoir  éffirà ,  l'hiatoiie 
<db  l'es|>ril  humain.  La  loi  générale  qui  donrine 
^•■te  cette  histoire  ,  et  que  j'ai  exposée  dma  la 
ieçon.  précédente  ,  ne  peut  être  convcnahlcmciQt 
caMnâa^,  ai  oïl  oê  1»  combiaie  point  dans  J'a{]flb- 
«atiaii  artc  la  fonnole  cncjokiiéâiqne  qps  noua 
TCtaoM'd'id^biiri  Cae«  e'«B»aàmi;ft  l'ordie  Aacneé 
par  cette  ftimale  que  les  îdifirqB^  thèmes  hw 
naiiMa«liii«ttcuit  ànèdeaaràneottd'alKird  l'état 
thrfaiagiqpie^eiiailite  l'Att«ait>phyaique>  eten-  . 
fin  l'état  positif.  Si  l'on  ne  tient  fiaà  conipledaiis 
{"waga  de  la  loi  de  cette  progression  nécessaire , 
on  reAcontrera  souvent  des  difficultés  qui  panû» 
tront  îosunnontables ,  '  cor  il  est  clair  que  l'état 
ihéologique  ou  métaphysique  de  certaines  théo> 
ries  fondamentales  a  dû  temporairement  coïo- 
cider  tH  a-quelquefois  coïncidé  en  effet  avec  l'état 
positif  de  celles  qui  leur  sont  antérieures  dans 
notre  système  encyclopédique ,  ce  qui  tend  k 
jeter  sur  la  vérifîcatioa  de  la  loi  géarâ-ale  une 
tJiacurité  qu'on  ne  peut  dissiper  que  par  la  clasû- 
fioatton  précédente. 

En  troisième  lieu  ,  cette  classification  pr^ute 
,  la  propriété  trés>remarquahle  de  marquer  exao- 
'  tement  la  perfection  relative  des  différentes 
sciences  ,  laqudle  consiste  essentiellement  dans 
le  degré  de  précision  des  connaissances,  et  dans 
leur  ODwdination  [Jus  ou  notns  intime. 

D  est  aisé  de  sentir  en  effet  que  plus  des  phé- 
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iiomOnrs  snnt  généraux ,  simples  et  abstraits  , 
moins  ils  dépendent  des  autres ,  et  plus  les  con- 
niiiNNanirf'N  <|ui  s'y  rapiwtient  peuvent  être  pré- 
cÎM'a  ,  en  même  temps  que  leur  coordination 
peut  t'ttiïplus  complète.  Ainsi  ,  les  phënomèns 
or};aiii(ji)CS  ne  comportent  qu'une  élude  h  la  fois 
nuiiris  oxacte  et  moins  STSlématique  que  les  phé- 
uoniî-tK's  dos  corps  bruts.  De  même,  dans  la  phj- 
si(|iic  inorganique,  les  phénomènes  célestes,  vn 
IciU'  plus  grande  généralité  et  leur  indépendance 
itc  tous  lo.s  autres,  ont  donne  lieu  à  une  science 
bien  plus  prtk^ise  et  l)eaHCoup  plus  liée  que  celle 
des  pliunomènes  terrcsti-cs. 

('elle  oliservation ,   qui  est   si  frappante  daiii 
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<::oxilre  une  erreur  fort  grave  >  et  qui  ^  bien  que 
trés-grossiérC;  est  encore  extrêmement  commune. 
Elle  consiste  à  confondre  le  diegrë  de  précision 
que  comportent  dos  différentes  connaissances  avec 
leur  degré  de  certitude ^  d'où  est  résulté  le  pré- 
jugé très- dangereux  que,  le  premier  étant  évi- 
^  demmentfort  inégal,  il  en  doit  être  ainsi  du  se- 
cond. Aussi  parle- t-on  souvent  encore,  quoique 
moins  que  jadis,  de  Tin^alc  certitude  des  diverses 
sciences,  ce  qui  tend  directement  à  décourager 
la  culture  des  sciences  les  plus  difficiles.  Il  est 
clair^  néanmoins ,  que  la  précision  et  la  certitude 
sont  deux  qualités  en  elles-mêmes  fort  différentes. 
Une  proposition  tout-à-£iit  absurde  peut  être  ex- 
trêmement précise  9   comme  si  l'on  disait ,   par 
exemple  9  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle 
est  égale  h  trois  angles  droits  ;  et  une  proposition 
très-certaine  peut  ne  comporter  qu'une  précision 
fort   médiocre,    comme  lorsqu'on  affirme,  par 
exemple,  que  tout  homme  mourra.  Si,  d'après 
l'explication  précAierite ,  les   diverses   sciencCvS 
doivent  nécessairement   présenter  une  précision 
très- inhale,  11  n'en  est  nullement  ainsi  de  leur 
certitude.  Chacune  peut  offrir  des  résultats  aussi 
certains  que  ceux  de  toute  autre,  pourvu  qu'elb* 
sache  renfornier  ses  conclusions  dans  le  degré  do 
précision  que  comportent  les  phénomènes  cor- 
rospondans .  condition  qui  peut  n'être  pas  tou- 
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jours  très-tacile  à  remplir.  Dans  une  scieilee 
({udconqiic,  tout  ce  qui  est  simplement  conjec- 
tural n'est  que  plus  Ou  moins  probable,  et  ce 
n'est  pas  là  ce  qui  compose  son  domaine  eaaen- 
tiel;  toni  ce  qui  est  positif,  c'cstni-dire ,  îùuàé 
sur  des  faits  bien  constatés,  est  certain  :  il  n^  • 
(msde  distinction  à  cet  égard. 

Enfin ,  la  propriété  la  plus  intéressante  de  notre 
formule  encyclopédique ,  ii  cause  de  l'impor- 
Lince  et  de  la  multiplicité  des  applications  im- 
médiates qu'on  en  peut  faire,  c'est  de  déterminer 
directement  le  véritable  plan  général  d'une  édu- 
cation sfîientifique  entièrement  rationnelle.  Ceit 
ce  qui  résulte  sur  le  champ  de  la  seule  comp< 
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Iwmend  fleolement  à  fidre  dbaerver  tpe,  s'il  est 
ëniiiiâniiient  ajiplicable  à  réducaiioii  ^éoénte, 
il  l'est  aussi  particulidreBieiit  à  réducstioii  spé- 
ciale des  savans. 

Ainsi:  I  les '{A^yaiciens  qui  n'ont  pas  d'abord 
étudié  ràstronomiei  au  moins  sons' un  point  de 
▼ue  général  ;  lés  chimistes  qui>  afânt  de  s'occu*  ^ 
per  de  leur  science  propre  t  nVmt  pas  étudié  jpréà- 
lablement  l'astronomie  et  ensuite  la  physique  ;  les 
physiologistes  qui  ne  se  sont  pas  préparés  à  leurs 
uaTaux  spéciaux  par  une  étude  préliminaire  de 
l'astronomie  9  de  la  physique  et  de  la  chimie^  ont 
manqué  à  Tune  des  conditions  fondamentales  de 
leur  dérdoppement  intellectuel.  Il  en  est  encore 
plus  évidemment  de  même  pour  les  esprits  qui 
veulent  se  livrer  à  l'étude  positive  des  phénomènes 
sociaux ,  sans  avoir  d'abord  acquis  une  connais- 
sance générale  de  l'astronomie ,  de  la  physique ,  de 
la  chimie  et  de  la  physiologie. 

Comme  de  telles  conditions  sont  bien  rarement 
remplies  de  nos  jours ,  et  qu'aucune  institution 
r^ulière  n'est  organisée  pour  les  accomplir ,  nous 
pouvons  dire  qu'il  n  existe  pas  encore  pour  les  sa- 
vans,  d'éducation  vraiment  rationnelle.  Cette  con- 
sidération est ,  à  mes  yeux ,  d'une  si  grande  im- 
portance p  que  je  ne  crains  pas  d'attribuer  en 
partie  à  ce  vice  de  nos  éducations  actuelles ,  l'état 
d'imperfection  extrême  où  nous  voyons  encore  les 
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scieiict'ii  les  plus  difficiles,  lilal  vërilablcment  in- 
l'érieur  k  ce  que  prescrit  en  effet  la  nature  pJni 
compliquée  des  pliénomèoes  corresponduu. 

Relativementàrëducalion{;ëaërale,  cette  ooiH 
ditiou  t'st  encore  bien  plus  oécesMire.  Je  la  cniii 
tcllcmonl  indiipeoaable,  que  je  regarde  l'eiueïgnB- 
nicnl  scientifique  comme  iocapablederMiaerlet 
i-ésultais  géucraus  les  plus  essentiels  qu'il  ert  des- 
tine i  produire  dansla  société  pour  la  rénontias 
ilii  sysléinc  intellocuiel ,  si  les  diveraes  farau^ei 
principales  de  lu  philosophie  lutiirelle  m  Mot  j 
(Ku  étudiât  dans  l'ordre  convenable.  N'onbtîoot  J 
liasque,  dnns  presque  toutes  les   inlclligcaccs,    ' 
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Soos  ce  noayeaii,  point  de  yoe,  uHe  eiecution 
convenable  du  plan  génfral  d'ëfudes  que  ^0I|8. 
avona  dëtermhië  doit  avoir  pour  réaultat  néoea- 
aairedenooa  proourer  une  coniiaisaance  parfaite 
de  la  médiode  positive»  qui  ne  pourrait  être  ob* 
tenue  d'aucune  autre  manière. 

Eîn  effet ,  lef  phénomènes  naturels  ayant  é\é 
dassés  de  tdle  aorte,  que  ceux  qui  aqnt  réçUement 
homogènes  restent  toujours  .coai^is  dans  une 
même  ëtude,  tandis  que  ceux  qui  cmt  été  affectés- 
àdesétudiss  difi&entes  sont,  effectivement  hété- 
rogènes, il  doit  nécessairement  en  résulter  que  la 
méthode  positive  générale  sera  constamment  mo- 
difiée d'une  manière  uniforme  dans  Téteuduc 
d'une  même  science  fondamentale,  et  qu-elle 
qorouvera  sans  cesse  des  modifications  différentes 
et  de  plus  en  plus  composées,  en  passant  d'une 
science  à  une  autre.  Mous  aurons  donc  ainsi  la 
certitude  de  la  considérer  dans  toutes  les  variétés 
réelles  dont  elle  est  susceptible,  ce  qui  n'aurait 
pu. avoir  lieu,  si  nous  avions  adopté  une  formule 
encyclopédique  qui  ne  remplit  pas  les  conditions 
essentielles  posées  ci-dessus. 

Cette  nouvelle  considération  est  d'une  ii^ipor- 
tance  vraiment  fondamentale  ;  car^  si  nous  avons 
vu  en  général ,  dans  la  dernière  leçon ,  qu'il  est 
impossible  de  connaître  la  méthode  positive^ 
quand  on  veut  l'étudier  séparément  de  son  cm- 
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ploi  ifnous  devons  ajouter  aujourd'hui  qu'on  ne 
jKTUt  s'en  former  une  idée  nette  et  exacte  qu'en 
étudiant  successivement,  et  dans  l'ordre  conve- 
nable ,  son  application  k  toutes  les  diverses  dasm 
principales  des  phénomènes  naturels.  Une  seule 
science  ne  suffirait  point  pour  atteindre  oe  but, 
même  en  la  choisissant  le  plus  judîcieiuement 
possible.  Car,  quoique  la  métliode  soit  enentid- 
lemcat  identique  dans  toutes,  chaque  wàtaat 
tléveloppc  spc'cialemcnt  tel  ou  tel  de  ses  proc^ 
dés  caractéristiques,  dont  l'influence»  trop  peu 
prononcée  dans  les  autres  sciences,  demeorenit 
iua|x-rçuc.  Ainsi,  par  exemple,  dans  certaines 
braiicbes  de  la  pbilosopbie^  c'est  l'observation 
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Kl  flus  simple,  on  n'aui*ait  ainsi  qu'une  connais-* 
sauce  Lien  incomplète  de  la  méthode^  puisque 
on  napprendrait  pas  quelles  modifications  es- 
sentielles elle  doit  subir  pour  s'adapter  à  des 
phénomènes  plus  compliqués.  Chaque  science 
fondamentale  a  donc^  sous  ce  rapport ,  des  avan* 
tages  qui  lui  sont  propres;  ce  qui  prouve  claire- 
ment la  nécessité  de  les  considérer  toutes^  sous 
peine  de  ne  se  former  que  des  conceptions  trop 
étroites  et  des  habitudes  insuffisantes.  Cette  con- 
sidération devant  se  reproduire  fréquemment 
dans  1«  suite^  il  est  inutile  de  la  développer  da- 
vantage en  ce  moment» 

Je  dois  néanmoins  ici ,  toujours  sous  le  rap- 
port delà  méthode^  insister  spécialement  sur  le  be- 
soin, pour  la  bien  connaître^  non-seulement  d'étu- 
dier philosophiquement  toutes  les  diverses  scien- 
ces fondamentales ,  mais  de  les  étudier  suivant 
Tordre  encyclo{)édique  établi  dans  cette  leçon. 
Que  peut  produire  de  rationnel ,  h,  moins  d'une 
extrême  supériorité  naturelle^  un  esprit  qui  s'oc- 
cupe de  prime  abord  de  1  étude  des  phénomènes 
les  plus  compliqués  ,  sans  avoir  préalablement 
appris  à  connaître,  par  Texamen  des  phénomènes 
les  plus  simples  ,  ce  que  c'est  qu'une  loi^  ce  que 
c'est  qikobserver ,  ce  que  c'est  qu'une  conception 
positive  ,  ce  que  cest  même  qu'un  raisonnement 
suivi  ?  Telle  est  pourtant  encore  aujourd'hui  la 
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rnarclic  nrdlDairc  de  Dos  jeuiiGS  pliysioIojjiMcs  . 
(|ui  abordent  immédlateincnt  l'c'tiidc  des  coTpn 
vivans,  sans  avoiv  le  plus  souvent  élô  prcfwrés 
autrement  qui!  par  une  éducation  prcltminnirc 
r('duile  à  1  ctude  d'une  on  deux  laugues  mûries, 
et  n'ayant,  tout  au  plus,  qu'une  connaissance 
ti-ès-siipeificieHe  de  la  physique  el  dç  la  chimie, 
connai>san(;e  presque  nulle  sous  le  rapport  de  In 
méthode,  (misqu'clle  n'a  pas  clé  obtenue  com- 
raunémeiji  d'une  manière  raiionnelle,  et  en  p^r-' 
tant  du  véritaljle  point  de  déprt  de  la  [diilaBO-  J 
phie  naturelle.  On  conçoit  conibien  tl  impùrte  1 
de  réformer  un  plan  d'études  aussi  vicicoï.  De 
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meut  en  quoi  oonsisto  celte  mclLoile ,  iaulc  de 
laToir  examinée  dans  ses  applicalions  sniërieu- 
rcs  ,L  cette  maxime  est  jusqu'à  présent  demeurée 
stérile  pour  Ja  rénovation  des  théories  sociales» 
quinesont  pas  encore  sorties  de  l'état  théologique 
ou  de  Tétat  métaphysique,  malgré  les  eflbrls  des 
prétendus  réformateurs  positifs.  Cette  considéra* 
tfon  sera  ,  plus  tard  j  spécialement  développée  ; 
je  dois  ici  me  borner  à  l'indiquer,  uniquement 
ponr  faire  apercevoir  toute  la  portée  de  la  oon- 
ception  encyclopédiqne  que  j'ai  proposée  dans 
celte  leçon. 

Tels  sont  donc  les  quatre  points  de  vue  pria* 
cipaux ,  sous  les([uels  j  ai  dû  m'altacher  à  iaire 
ressortir  l'importance  générale  de  la  classification 
rationnelle  et  positive ,  établie  ci-dessus  pour  les 
sciences  fondamentales. 

Afin  de  compléter  l'exposition  générale  du 
plan  de  ce  cours,  il  me  reste  maintenant  à  con-> 
sidérci*  une  lacune  immense  et  capitale,  que  j  ai 
laissée  à  dessein  dans  ma  formule  encyclopédie 
que,  et  que  le  lecteur  a  sans  doute  déjà  remar* 
quée.  En  effet ,  nous  u  avons  point  maripié  dans 
notre  système  scientifique  lo  rang  de  la  science 
mathématique. 

I^  motif  de  cette  omission  volontaire  est  dans 
Tiniportance  même  de  celte  science,  si  vaste  et 
si  rondamentalc.  Car,  la  Kcon  procliauie  sera 
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eiilièi-L'iiieut  i»>nsicrée  à  la  détcrmîuatioa  exacte 
ite  son  vcriuUe  caractère  général  ,  et  jMir  autte 
à  lu  lixation  précise  de  ton  rang  eocjrclopédique. 
Mais  pour  ne  pas  laisser  incomplet,  sout  un  rap- 
port aus5i  capital ,  le  grand  tableau  ([ue  j'ai  Ucbé 
d'esquiaser  dans  celte  ]eçoa>  je  dois  indiquer  ici 
soinoiaii'Cment,  par  anticipation ,  les  rësulUU  g^ 
iiéniux  de  l'examen  que  nous  entrepreadioos 
dans  la  leçon  suivante. 

Dans  l'éLat  actuel  du  dÂ'eloppement  de  dm 
connaissances  positives,  il  convient»  je  croît,  de 
ii'gardcr  la  science  mathématique,  moins  comiue 
une  partie  constituante  de  la  philosophie  natn- 


est  esientiellement  dialinct:  la  mathématique  ab- 
straite, ou  le  calcul,  en  prenant  oe  mot  dans  sa 
|ilus  grande  extension^  et  la  mathématique  con- 
crète, qui  se  compose,  d'une  part  de  la  géométrie 
générale  y  d'une  autre  part  de  la  mécanique  ra- 
tionneller  La  piartie  concrète  est  nécessairement 
fondée  sur  la  partie  abstraite ,  et  devient  à  son 
tour  la  base  directe  de  toute  la  phil<»ôphie  na-^ 
turdle^  en  considérant,  autant  que  possible, 
tous  les  phénomènes  deJ^HniTers  conmie^géomé* 
triques  ou  comme  mécaniques. 

La  partie  abstraite  est  la  seule  qui  soit  pure- 
ment instrumentale,  n'étant  autre  chose  qu'ime 
inunense  extension  admirable  de  la  logique  nâ-^ 
turelle  à  un  certain  ordre  de  déductions.  La  géo- 
métrie et  la  mécanique  doivent,  au  contraire, 
être  envisagées  comme  de  véritables  sciences  na- 
turelles ,  fondées  ainsi  que  toutes  les  autres,  sur 
lobservation ,  quoique,  par  l'extrême  simplicité 
de  leurs  phénomènes,  elles  comportent  un  degré 
infiniment  plus  parfait  de  systématisation  ,  qui  a 
pu  quelquefois  faire  méconnaître  le  caractère  ex- 
périmental de  leurs  premiers  principes.  Mais  ces 
deux  sciences  physiques  ont  cela  de  particulier, 
que,  dans  l'état  présent  de  l'esprit  humain ,  elles 
sont  déjà  et  seront  toujours  davantage  employées 
comme  méthode,  beaucoup  plus  que  comme  doc- 
trine directe* 

Il  est ,  du  reste ,  évident  qu'en  plaçant  ainsi 
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hi  science  malbématiqucà  la  tdtc  de  la  philosophie 
l>u.sitivc,  nous  ne  faisons  qu'étendre  davantage 
l'application  de  ce  niâme  principe  de  classifica- 
tion ,  fondé  sur  la  dépendance  successive  des 
sciences  en  résultat  du  degré  d'abstraction  de 
leurs  phénomènes  respectifs,  qui  nous  a  fourni 
la  série  encvclo[»cdique,  établie  dans  cette  leçon. 
Nous  ne  faisons  maintenant  que  restituera  cette 
série  son  véritable  premier  terme  ,  dont  l'impor- 
tance  propre  cxii^cait  un  examen  spécial  plus 
développe.  On  voit ,  en  effet ,  que  les  pbéQomè- 
iics  géométriques  et  mécaniques  sont,  de  tous, 
1<'s  plus  géticraiix,  les  plus  simples ,  les  plus  abs- 
traits, les  plus  irréductibles,  cl  les  plus  iodépen- 
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Nous  avons  doiic  exaclement  dëlerminë  dans 
cette  leçon  ,  non  d'après  de  vaines  spéculations 
arbitraires ,  mais  en  le  regardant  comme  le  sujet 
d'un  véritable  problème  philosophique  ^  le  plan 
rationnel  qui  doit  nous  guider  constamment  dans 
l'étude  dé  la  philosophie  positive*  En  résultat  dé- 
finitif, la  mathématique,  l'astronomie ,  la  phy- 
sique, la  clûmie,  la  physiologie,  et  la  physique 
sociale;  telle  est  la  formule  encyclopédique  qui, 
pai*mi  le  trës-grand  nombre  de  classifications  que 
comportent  lessixsciencesfondamentales,  estseule 
logiquement  conforme  à  la  hiérarchie  naturelle 
et  invariable  des  phénomènes.  Je  n'ai  pas  besoin 
de  rappeler  l'importance  de  ce  résultat,  que  le 
lecteur  doit  se  rendre  éminemment  familier ,  pour 
en  faire  dans  toute  l'étendue  de  ce  cours  une  ap- 
plication continuelle* 

La  conséquence  finale  de  cette  leçon,  exprimée 
sous  la  forme  la  plus  simple ,  consiste  donc  dans 
1  explication  et  la  justification  du  grand  tableau 
synoptique  placé  au  commencement  de  cet  ou- 
vrage, et  dans  la  construction  duquel  je  me  suis 
efforcé  de  suivre ,  aussi  rigoureusement  que  pos- 
sible, pour  la  distribution  intérieure  de  chaque 
science  fondamentale ,  le  même  principe  de  clas- 
sification qui  vient  de  nous  fournir  la  série  géné- 
rale des  sciences. 
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science  mattiëmatique. 


En  commençant  à  entrer  directement  en  ma- 
tière par  rétude  philosophique  de  la  première 
des  six  sciences  fondamentales  établies  dans  la 
leçon  précëd^ite,  nous  avons  lieu  de  constater 
immédiatement  l'importance  de  la' philosophie 
positive  pour  perfectionner  le  caractère  général 
de  chaque  science  en  particulier. 

Quoique  la  science  mathématique  soit  la 
plus  ancienne  et  la  plus  parfaite  de  toutes,  l'idée 
générale  qu  on  doit  s'en  former  n'est  point  encore 
nettement  déterminée.  La  définition  de  la  science, 
ses  principales  divisions,  sont  demeurées  jus- 
qu'ici vagues  et  incertaines.  Le  nom  multiple 
par  lequel  on  la  désigne  habituellement  suffirait 
même   seul   pour  indiquer  le  défaut  d'unité  do 
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.son  caractère  philosophique,  tel  qu'il  est  conçu 
commiiiHÎnicnt. 

A  la  vëi-lté,  c'est  sciilcmcnl au commenoemenl 
du  siècle  dcruicr  que  les  diversosconceptiona  fon- 
daiiiciiial<  s  qui  consiiiueiit  cette  i^andc  science 
ont  pris  cltacuiicassetdedcvcloppcment  pour  que 
le  vcriUililo  esprit  de  l'enscniUe  pAtsc  nianifesler 
chitremciil.  Depuis  celte  époque,  l'attention  dos 
^vuiticlres  a  été  trop  jusieuieiit  et  trop  ezclusive- 
iiieiit  :il>.soi'Lce  par  le  |>crfectioiiiiciDent  spécial 
des  dilTérenles  branches,  et  par  l'appltcfitlon  ca- 
pitale qu'ils  eu  ont  faite  aux  lois  les  plus  impor- 
tantes de  l'nnivers ,  jtour  pouvoir  se  diriger  con- 

lablement  sur  le  syslèmo  général  ilc  )a  sciencr. 
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sdenoe  mfttfaëmatiqae  ont  ditedemeiit  pré|Mrë 
celle  importante  opération  philosophique  >  en  im* 
primânl  à  ses  principales  parties  ua  cafiietéM 
d'unité  qui  n'existait  pas  auparavant;  tell  est 
éminemment  et  hors  de  toute  coitparaison 
l'esprit  des  travaux  de  l'immortel  auteur  de  la 
Théorie  des  Ponctions  et  de  la  Mécanique  ana*^ 
fyiique. 

Pour  se  former  une  juste  idée  de  l'objet  de  la' 
science  mathématique  considérée  dans  son  en- 
semble ,  on  peut  d'abord  partir  de  la  définition 
vague  et*  insignifiante  qu'on  en  donne  ordinai<^ 
rement;  à  défaut  de  toute  autre,  en  disant  qu'elle 
est  la  science  des  grandeurs ,  ou  ^  ce  qui  est  plus 
positif  9  la  science  qui  a  pour  but  la  mesure  des 
grandeurs.  Cet  aperçu  scolastique  a ,  sans  doute, 
singulièrement  besoin  d'acquérir  plus  de  préci- 
sion et  plus  de  profondeur.  Mais  l'idée  est  jusleau 
fond  ;  elle  est  même  suffisamment  étendue ,  lors- 
qu'on la  conçoit  convenablement.  Il  importe  d'ail- 
leurS|  en  pareille  matière^  quand  on  le  peut  sans 
inconvénient,  de  s'appuyer  sur  des  notions  gé- 
néralement admises.  Voyons  donc  comment,  en 
partant  de  cette  grossière  ébauche ,  on  peut  s'é* 
lever  à  une  véritable  définition  de  la  matbéma- 
tique,  à  une  définition  qui  soit  digne  de  cor- 
respondre  à  Tiniportance ,  à  l'étendue  et  à  la 
difficulté  de  la  science. 

9- 
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Ij3i  quosliou  de  mesurer  une  grandeur  ne  pré- 
MOiiIti  |Mr  e]tc-oiéDie  à  l'esprit  d'autre  idée  que 
ltHi!  d<-  la  simple  comparaison  imniédiale  de 
l'eue  ^rniidcur  avec  nue  autre  grandeur  sem- 
Itlal)]*-  si^>pu8éc  connue,  (ju'on  pi-end  pour  tuiité 
riKie  Inities  celles  de  la  même  cspôce.  Ainsi , 
i|iiiiiul  un  se  boruc  à  définir  les  matLéniatitjucs 
roiiinic  avanlpoui'  objet  lunicbure  des  {fraudeurs, 
on  eti  (loiinc  une  idée  fort  îniparlaitc^  car  il  est 
ijiènio  iiiiposaiblc  de  voir  par  là  comment  il  v 
a  lion, sons  cerup|>ort,  à  unescieuce  quelconque, 
et  snrtunt  à  une  science  anssi  vaste  et  aussi  pro- 
loitile  ((uV'Sl  rcpiiléc  l'être  avec  raison  la  science 
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veelyecpar&j^le'bet'fi^in^ement  ioOiicaveir 
lajMtiuredbfat.MieBee>  11''^''- '  '■■•^■^    ''' 

-  .  Bonr. y  pirvenir,  il  {ral-d'diord  eeqiidénr 
on  Un  général ,  tx^facile  1  èomuter.  C'est  qub 
la  m^éore  «Amofd  d'une  grasdcnor,  par  la  sufiop- 
pMÎIioB  ov '^r  ^iclqae>procëdé  seinbla)}le>  est 
lepfaM-aoment  pour  noof  ane  .opération  toot^*-  ' 
fait  îuiyiMiWe  ;  en  ^«oile-qne  «  noaé-^naê» 
pu-'d'antté  jopyen  pour^^Aermiper  laV'graa- 
dQiin)qM'lei  eonapaiaiwiia  imvaédiateS',  jaous 
ssnona  oUigés  de  eenoDcer  k  Iw  connaisteace  de 
la  plupart  de  celles  qui  nous  intéressent. 

On  comprendra  tqute  l'exactitude  de  cette  o]>- 
servation  générale ,  en  se  bomanf  à  considérer 
^técialemeDt  le  cas  particulier  qui  présente  évi- 
demment le  plus  de  facilité,  celui  de  la  mesure 
d'une  ligne  droite  par  ime  autre  ligne  droite. 
Cette  comparaison,  quij  de  toutes  celles  que  nous 
pouvons  imaginer,  est  sans  contredit  la  plus 
simple,  ne  peut  néanmoins  presque  jamais  être 
effectuée  immédiatement.  En  réfléchissant  h  l'en- 
lemble  des  conditions  nécessaires  pour  qu'une 
ligne  flroite  soit  susceptible  d'une  -mesure  di- 
recte, on  voit  que  le  plus  souvent  elles  ne  peu- 
vent point  être  remplies  à  la  fois,  relaliveq^cut 
aux  lignes  que  nous  désirons  connaître.  La  pre- 
mière et  la  plus  grossière  de  ces  conditions,  celle 
de  pouvoir  parcourir  la  ligne  d'un  bout  à  l'autre. 


lit  PHILOSOPUIB   POSITIVE. 

pour  porter  succeniTCment  l'unité  daiu  tonte  son 
étendue,  exclut  évidemment  déjà  la  trâsHiu- 
jeure  partie  des  distance*  qui  nous  intéressent 
le  plus  ;  (l'abord  tontes  les  distances  entre  le*  dîf- 
ierens  corps  célestes ,  ou  de  la  terre  à  quelqu'an- 
Ire  corps  céleste,  et  ensuite  même  la  plupart  des 
distances  terrestres,  qui  sont  si  fréquemnient 
inacccssililcs.  Quand  cette  première  condition  se 
trouve  accomplie ,  il  £iut  encore  que  la  longoeiir 
ne  soit  ni  trop  grande  ni  trop  petite,  ce  qui 
rendrait  la  mesure  directe  également  impossible; 
il  faut  qu  elle  soit  convenablement  située ,  etc. 
La  pluslc^t-TC  circonstance,  qui  aliAtraitement  ne 
paraîtrait  devoir  iotroduireaucunc  nouvelle  diffi- 


pér  BOUS  pour  éom^rter  ûM  détenninatioii  di-* 
reetey  et  âuiqaeUes  nous  farveDons  à  rattaoluir 
toniet  les  antres. 

Ge  que  je  Tiens  d'étoliUr  rdttiveineiit  aut  li- 
gnes se  conçoit,  à  bien  plus  forte  raison ,  dessnr- 
fiusesy  des  Tofauues ,  des  vitesses ,  àBê  tanps  »  àdê 
fimroes,elc,et,  en  général,  de  tontes  les  autres 
grandeurs  susceptibles  d'appréciation  exaeic  >  et 
qui,  parknr  nature,  présentent  nécessairement 
beaneonp  plus  d'obstades  encore  à  one  mesure 
inunédiate.  U  est  donc  inutilo'de  ê^  arrêter ,  et 
i|ous  devons  regarder  comme  suflisamment  con- 
statée rimpossibilité  de  déterminer,  en  les  mesu- 
rant directement,  la  plupart  des  grandeurs  que 
nous  désîrous  connaître.  C'est  ce  fait  général  qui 
nécessite  la  formation  de  la  science  mathcmati* 
que ,  comme  nous  allons  le  voir.  Car,  renonçant , 
dans  presque  tous  les  cas ,  à  la  mesure  immédiate 
des  grandeurs ,  l'esprit  humain  a  d^  chercher  à 
les  déterminer  indirectement ,  et  c'est  unsi  qu'il 
a  été  conduit  à  la  crâition  des  mathématiques. 

La  méthode  générale  qu'on  emploie  constam- 
ment, la  seule  évidemment  qu'on  puisse  conce- 
^<Mr,  pour  connaître  des  grandeurs  qui  ne  com- 
portent point  une  mesure  directe,  consiste  à  les 
rattacher  à  d'autres  qui  soient  •susceptibles  d'être 
déterminées  immédiatement,  et  dfaprès  lesquelles 
on  parvient  à  découvrir  les  premières  y  au  moyen 
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<les  rebtions  qui  existent  entre  les  unes  et  les  au- 
tres. Tel  est  l'objet  précis  de  la  science  mathé- 
matique envisagée  dans  son  cuscmble.  Pour  s'en 
faire  une  idée  suliGsamnient  étendue,  il  faut 
considérer  que  cette  déleripination  indirecle 
des  grandeurs  peut  -  étx-e  indirecte  à  des  de- 
grés fort  différens.  Dans  un  grand  nombre  de 
cas,  qui  souvent  sont  les  plus  imporlans,  les 
grandeurs ,  ù  la  détermination  desquelles  qo  ra- 
mène la  recherche  des  grandeurs  principal  es  qu'on 
veut  connaître,  ne  peuvent  point  elles-mêmes 
être  mesurées  immédiatement,  et  doivent  par  cfm- 
séquent,  à  leur  tour,  devenir  le  sujet  d'une  ques- 
tion semblable,  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  qtke, 
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sQtoeptîhle  d'applications  effectives^  le  phéno* 
mène  de  la  chute  ver^cale  des  corps,  pesans. 
£n  obsenrant  ce  phénomène ,  l'esprit  le  plus 
étranger  aux  conceptions  mathématiques  recon- 
naît sur-le-champ  que  les  deux  quantités  qu'il  pré- 
sente^savoir  :  lahauteurd'oàuncorpsest  tomUé, et 
le  tempsde  sa  chute,  sont  nécessairementliée^rune 
k  Tantre,  puisqu'elles  varient  ensemhle,  et  restent 
fixes  sinmltanément;  ou,  suivant  le  langage  des 
géomètres ,  qu'elles  wmX  fonction  l'une  de  l'autre. 
Le  phénomène ,  considéré  sous  ce  point  de  vue  j 
donne  donc  lieu  à  une  question  mathématique , 
qui  consiste  à  suppléer  à  la  mesure  directe  de 
l'une  de  ces  deux  grandeurs  lorsqu'elle  sera  im- 
possible 9  par  la  mesure  de  l'autre.  Cest  ainsi  j  par 
exemple ,  qu'on  pourra  déterminer  indirectement 
la  profondeur  d'un  précipice  >  en  se  bornant  à 
mesurer  le  temps  qu'un  corps  emploierait  à  tom- 
ber jusqu'au  fond  ;  et ,  en  procédant  convenable- 
ment y  cette  profondeur  inaccessible  sera  connue 
avec  tout  autant  de  précision  que  si  c'était  une  1  igné 
horiau)ntale  placée  dans  les  circonstances  les  plus 
fiivorables  à  une  mesure  facile  et  exacte.  Dans 
d'autres  occasions  ^  c'est  la  hauteur  d'où  le  corps 
est  tombé  qui  sera  facile  à  connaître ,  tandis  que 
le  temps  de  la  chute  ne  pourrait  point  être  ob- 
servé directement;  alors  le  même  pliénomène 
donnera  lieu  à  la  question  inverse;  dcierniiuer  le 
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temps  d'après  la  hauteur  ;  comme ,  par  exemple, 
si  Ton  voulait  cooiiaUre  ipielle  aérait  la  durée  de 
la  diutu  verticale  d'un  corps  tombant  de  la  lune 
Kur  la  terre. 

Dans  l'exemple  précédent,  la  (picstioa  mathé- 
matique est  fort  simple ,  du  moins  quand  on  n'a 
yas  égard  à  la  variation  d'intensité  de  la  pesanteur, 
ni  à  la  résistaace  du  fluide  que  le  corps  traverse 
duns  sa  chute,  ftlais.  pour  agrandir  la  question, 
il  suffira  de  considérer  le  même  phénomène  dans 
sa  plus  grande  généralité,  en  supposant  U  chale 
uliliquc,  et  tenant  compte  de  toutes  les  circon- 
suiuccs  principales.  Alors,  au  lieu  d'offrir  simpl*- 
inent  deux  quantités  variables  liées  cntr'elles  par 


MàTBÂMàTlQVBM.  IfJ 

qull  j  anrm  de  grandeon  ooexistantes  dans  le 
libéÔDinéDe  considërë.  Ce  ohaiigeinent  trè$-«mple 
dans  les  conditions  physiques  d'un  problème 
poufra  &iro,  conune  il  arrive  en  effet  poor 
Texemplecitë»  qu'nne  recherche  malh&natiqœy 
primitiTement  &rt  élémentaire ,  se  place  toat*4- 
coup  au  rang  des  questions  les  plus  difficiles , 
dont  la  solution  complète  et  rigoureuse  surpasse 
juaqul  prjient  toutes  les  plus  grandes  forces  de 
Tesprit  humain. 

Prenons  on  second  exemple  dans  les  pbrfno-' 
mènes  géométriques.  Qu'il  s'agisse  de  déterminer 
une  distance  qui  n'est  pas  susceptible  de  mesure 
directe  ;  on  la  concevra  généralement  comme  fai- 
sant partie  ôixxne  Jigure ,  ou  dun  système  quel- 
conque de  ligues,  choisi  de  telle  manière  que 
tous  ses  autres  élémens  puissent  être  observés  im- 
màliatement  ;  par  e3Lcmple ,  daus  le  cas  le  plus 
simple  et  auquel  tous  les  autres  peuvent  se  réduire 
finalement ,  on  considérera  la  distance  proposée 
comme  appartenant  à  un  triangle ,  dans  lequel  on 
pourrait  déterminer  directement ,  soit  un  autre 
côté  et  deux  angles ,  soit  deux  côtés  et  un  seul 
angle.  Dds-Iors ,  la  connaissance  de  la  dislance 
cherchée,  au  lieu  d  être  obtenue  immédiatement  » 
sera  le  résultat  d'un  travail  mathématique  qui 
consistera  à  la  déduire  des  élémens  observes , 
d*après  la  relation  qui  la  lie  avec  eux.  Ce  travail 
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jHiiiiTa  «levonir  siiccessiveineni  de  plus  en  plw 
4:c)iiiplii[iié ,  si  tes  clénicus  siip|K>scs  connus  ne 
juiiiviiioni  ,  i^  leur  tour,  comme  il  arrive  le  plus 
souvent ,  cLi-c  ilélcnniiics  que  d'une  manière  in- 
dirtïcLc,  ù  l'aide  de  nouveauiL  systèmes  auxiliaires, 
dont  U-  nomlire  ,  dans  les  (^randes  opérations  de 
i-o  j;iniio.  Unit  par  devenir  quelquefois  trcsMion- 
sidût'iilik-.  I.a  distance  une  fois  déterminée,  cette 
S4.-ul(>  i.-otinai,ssance  sullira  tVûquemmcot  pour 
faire  ohlenir  de  nouvelles  quanlilés,  qui  offriront 
le  sujet  de  nouvelles  questions  matbêmatiques. 
Ainsi ,  <juand  ou  sait  à  quelle  distance  est  sîtaé 
un  oltjet,  la  simple  oliscivation ,  toujours  possi- 
tilc ,  de  sou  diamètre  apparent ,  doit  évidemment 
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de  la  chute  des  corps  pesans  &  la  surface  de  cha* 
con  d'eux,  etc.  Par  la  puissance  des  théories  ma- 
thématiques, tous  ces  divers  résultats ,  et  hien 
d'autres  encore  relatifs  aux  différentes  classes 
de  phénomènes  naturels  y  n'ont  exigé  définitÎTe- 
ment  d'antres  mesures  immédiates  que  céUes 
d'un  très-petit  nombre  de  lignes  droites,  toUTe- 
nablement  choisies,  et  d'un  plus  grand  nombre 
d'angles.  On  peut  même  dire ,  en  toute  rigueur, 
pour  indiquer  d'un  seul  trait  la  portée  générale 
de  la  science  »  que  si  l'on  ne  craignait  pas  avec 
raison  de  multiplier  sans  nécessité  les  opérations 
mathématiques,  et  si,  par  conséquent,  on  ne 
devait  pas  les  réserver  seulement  pour  la  déter- 
mi  nation  des  quantités  qui  ne  pourraient  nul- 
lement être  mesurées  directement,  ou  d'une  ma- 
nière assez  exacte ,  la  connaissance  de  toutes  les 
grandeurs  susceptibles  d'estimation  précise  que 
les  divers  ordres  de  phénomènes  peuvent  nous 
offrir,  serait  finalement  réductible  à  la  mesure 
imm^iate  d'une  ligne  droite  unique  et  d'un  nom- 
bre d'angles  convenable. 

Nous  sommes  donc  parvenu  maintenant  à  dé- 
finir avec  exactitude  la  science  mathématique , 
en  lui  assignant  pour  but,  la  mesure  indirecte 
des  grandeurs,  et  disant  qu'on  s'y  propose  con- 
stamment de  déterminer  les  grandeurs  les  unes 
par  les  antres^  d après  les  relations  précises  qui 
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exislent  entt^eUes.  Cet  énoncé,  au  lieu  de  don- 
ner seulement ndëe  d'un  arty  comme  le  font  ju»> 
qu'ici  toutes  les  définitions  ordinaii^,  caracté- 
rise immédiatement  une  véritaLle  science ,  et  la 
montre  sur-le-champ  composée  d'un  immense 
enchaînement  d'opérations  intellectuelles  >  qui 
pourront  évidemment  devenir  trèti-t^mpliquées^ 
h  raison  de  la  suite  d'intermédiaires  qu'il  faudra 
établir  entre  les  quantités  inconuues  etcelleaqui 
comportent  une  mesure  directe,  du  nombre  des 
variables  co-existantes  dans  la  question  propatée> 
et  de  la  nature  des  relations  que  fourniront  entre 
toutes  CCS  diverses  grandeurs  les  phénomènes  con* 
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dâMaûnaiion ,  qui  a  prû  tajourdlmi  une  at> 
ception  si  déterminée  y  ngnifie  simplementpAr 
elle*niéDne  la  science  ea  général.  Uni  telle  dési- 
gnatiom ,  rigoureiMement  exacte  pour  les  Grecs  i 
c|m  n'avaient  pas  d'autre  science  réelle  y  n'a  pu 
éire  conservée  par  les  modernes  que  pour  indi* 
quer  les  mathématiques  comme  la  science  par 
cxoellence.  Et,  en  effet,  la  définition  h  laquelle 
nous  venons  d'être  conduits  >  si  on  en  écarte  la 
circonstance  de  la  précision  des  déterminations, 
n'est  autre  chose  que  la  définition  de  toute  véi-i« 
taUe  science  quelconque,  car  chacune  n'a-t-elle 
pas  nécessairement  pour  but  de  déterminer  des 
phénomènes  les  uns  par  les  autres  y  d'après  les 
relations  qui  existent  entr'eux?  Toute  science  con* 
siste  dans  la  coordination  des  faits;  si  les  diverses 
observations  étaient  entièrement  isolées,  il  n'y 
aurait  pas  de  science.  On  peut  même  dire  géné- 
ralement que  la  science  est  essentiellement  des- 
tinée à  dispenser^  autant  que  le  comportent  les 
divers  phénomènes ,  de  toute  observation  directe, 
eu  permettant  de  déduire  du  plus  petit  nombre 
possible  de  données  immédiates,  le  plus  grand 
nombre  possible  de  résultats.  N'est-ce  point  là, 
en  effet ,  l'usage  réel ,  soit  dans  la  spéculation , 
soit  dans  1  action ,  des  lois  que  nous  parvenons  à 
découvrir  entre  les  phénomènes  naturels?  1^ 
science  mathématique,  ne  fait,  d'après  cela^  que 


•  ' 


102  PniLOSOPHIB   POSITIVE. 

pousser  au  plus  haut  degré  possible,  tant  sous  le 
nippon  tte  la  rguanlité  que  sous  celui  de  la  qua- 
lité, sur  Icf  sujets  véritablcmeDl  desourenort, 
lu  iiiémc  j^enre  de  recberckes  que  poursuit,  à 
(les  dogrés  plus  ou  moins  inférieurs,  chaque 
science  râ'Ile.  dans  sa  sphère  respective. 

C'i'stdoiic  par  l'étude  des  mathématiques ,  et 
.sculentent  par  elle,  que  l'on  peut  se  faire  une 
idée  juste  et  approfondie  de  ce  que  c'est  qu'une 
science.  C'est  là  uniquement  qu'où  doit  chercher 
à  coiinnîlrc  avec  précision  la  méthode  géoërale 
que  l'esprit  humain  emploie  constamment  dam 
toutes  ses  recherches  positives,  prce  que  nulle 
pari  alllems  les  queslious  ne  sont  résolues  d'une 
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ière  philosophique  de  la  science ,  consîdërer  sa 
dÎTision  fondamentale»  Les  difisions  secondaires 
seront  examinées  dans  les  leçons  suivantes. 

Cette  division  principale  ne  saurait  être  vrai- 
ment rationnelle,  et  dériver  de  la  nature  même 
du  sujet,  qu'autant  qu'elle  se  présentera  spon- 
tanément ,  en  faisant  Tanal  jse  exacte  d'une  ques- 
tion mathématique  complète.  Ainsi,  après  avoir 
déterminé  ci-dessus  quel  est  Fobjet  général  des 
travaux  mathématiques,  caractérisons  mainte- 
nant avec  précision  les  divers  ordres  princi- 
paux de  recherches  dont  ils  se  composent  cons- 
timment. 

La  solution  complète  de  toute  question  ma- 
thématique se  décompose  nécessairement  en  deux 
parties,  dune  nature  essentiellement  distincte, 
«a  dont  la  relation  est  invariablement  détermi- 
née. £n  effet,  nous  avons  vu  que  toute  recherche 
mathématique  a  pour  objet  de  déterminer  des 
i^randeurs  inconnues ,  d'après  les  relations  qui 
existent  entre  elles  et  des  grandeurs  connues.  Or, 
ii  faut  évidemment  d'abord,  à  cette  fin,  parvenir 
à  connaître  avec  précision  les  relations  existantes 
entre  les  quantités  que  l'on  considère.  Ce  pre- 
mier ordre  de  recherches  constitue  ce  que  j'ap- 
pelle la  partie  concrète  de  la  solution.  Quand  elle 
est  termina,  la  question  change  de  nature;  elle 
se  réduit  à  une  pure  question  de  nombres,  con- 

TOHE  I.  lO 
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sistant  simplement  dormais  k  détermina-  6m 
nombres  incoDDus,  lorsqu'on  sait  quelles  relatîoas 
précises  les  lient  h  des  nombres  connns.  C'en  dans 
ce  second  ordre  de  recherches  que  consûte  ce 
que  je  nomme  la  parUe  abstraite  de  la  aolutioa. 
De  là  résulte  la  dirision  fondamentale  de  la 
science  mathématique  générale  en  deux  grandes 
sciences,  la  mathématique  abstraite  et  la  nitfM 
tique  concrète. 

Cette  analyse  peut  être  observée  dans  toute 
question  mathématique  complète,  qudqne  liin- 
ple  ou  quelque  compliquée  qu'elle  soit.  Il  mffiit, 
pour  la  faire Liencomprcndre,  d'en  indiqwr  vt 
seul  exemple. 
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œ  qneloiit  le  monde  iqperçeitfar-le-chftmpi  mais 
il  finit  dAeradner  en  qooi  consiste  cette  dëpen- 
danoe;  ce  qui  peat  étire  fort  difficile,  et  constitue 
en  effet ,  dans  le^  cas  actuel ,  la  partie  incompara- 
blement supérieure  du  proUdme.  Le  véritable 
esprit  scientifique  est  si  moderne  et  encore  teUe- 
ment  rare,  que  personne  peut-être  avant  Galilée 
n'avait  senlenient  remarqué  Faccroisseniênt  de  yi*  ' 
tesse  qu'i^proùve  un  corps  dahs  sa  cbute,  ce  qui 
exclut  ITiypothèse,  vers  laquelle  notre  intelli- 
gence ,  toujours  portée  involontairement  à  suppo-i 
ser  dans  chaque  phénomène  lesfinciions  les  plus 
simples,   sans  aucun  autre  motif  que  sa  plus 
grande  facilité  à  les  concevoir,  serait  naturelle- 
ment entraînée ,  la  hauteur  proportionnelle  au 
temps.  En  un  mot^  ce  premier  travail  aboutit  &  la 
découverte  de  la  loi  de  (Galilée  •  Quand  cette  par- 
tie concrète  est  terminée,  la  recherche  devient 
d'une  tout  autre  nature.  Sachant  que  les  espaces 
parcourus  par  le  corps  dans  chaque  seconde  suc- 
cessive de  sa  chute  croissent  comme  la  suite  des 
nombres  impairs ,  c'est  alors  une  question  pure- 
ment numérique  et  abstraite  que  d'en  déduire  ou 
la  hauteur  d'aprës  le  temps ,  ou  le  temps  par  la 
hauteur,  ce  qui  consistera  à  trouver  que,  d'après 
la  loi  établie ,  la  première  de  ces  deux  quantités 
et  t  un  multiple  connu  de  la  seconde  puissance  de 
Taatre ,  d'où  l'on  devra  finalement  conclure  la  var 
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leur  de  l'une  quand  celle  de  l'autre  sera  donoëe. 
Dans  cet  exemple,  la  question  concrète  est  plus 
dillicilc  (|uc  la  question  alisti-aite.  Ce  serait  l'in- 
verse, si  l'on  considérait  le  même  phénomène 
dans  sa  plus  grande  généralité ,  tel  que  je  l'aî  en- 
TÎsugé  plus  haut  pour  un  autre  motif.  Suivantles 
cas ,  co.  sera  tantôt  la  première ,  tantôt  la  seconde 
de  c-s  deux  parties  qui  constituera  la  principale 
dilTiculLé  de  la  question  totale;  la  loi  mathànft- 
tique  du  phénomène  pouvant  être  Irés-simple, 
mai^  (Itflicile  à  obtenir,  et,  dans  d'antres  occa- 
sions ,  facile  à  découvrir,  mais  fort  compligoée  : 
en  .sorte  que  les  deux  grandes  sections  de  la 
science  ni atliéma tique,  quand  on  les  compare  en 
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«nfemenl  sur  les  relations  numériques  qu'ils  pré; 
sentent  j  ce  qui  doit  la  faire  appeler  abstraite.  Les 
nànes  relations  peuvent  exister  dans  un  grand 
nombre  de  phénomènes  différcns,  qui,  malgré  leur 
extrême  diversité^  seront  envisagés  par  le  géomètre 
comme  offrant  une  question  analytique,  suscepti- 
ble^ en  l'étudiant  isolément^  d'être  résolue  une  fois 
pour  toutes.  Ainsi,  par  exemple,  la  même  loi  qui 
règne  entre  Tespace  et  le  temps,  quand  on  examine 
la  chute  verticale  d'un  corps  dans  le  vide,  se  re- 
trouve pour  d'autres  phénomènes  qui  n'offrent 
aucune  aualof^ie  avec  le  premier  ni  entre  eux  : 
car  elle  exprime  aussi  la  relation  entre  l'aire  d'un 
corps  sphériquc  et  la  longueur  de  son  diamètre  ; 
die  détermine   également   le  décroisseincnt  de 
rintensité  de  la  lumière  ou  de  la  clialeur  à  rai- 
son de  la  distance  des  objets  éclairés  ou  échauf- 
fés, etc.  Ijat  partie  abstraite,  commune  à  ces  di- 
verses questions  mathématiques,  ayant  été  traitée 
à loccasion  d'mie  seule  d'entre  elles ,  se  trouvera 
l'être ,  par  cela  même ,  pour  toutes  les  autres  ; 
tandis  que  la  partie  concrète  devra  nécessaire- 
ment être  reprise  pour  chacune  séparément,  sans 
que  la  solution  de  quelques-unes  puisse  fournir, 
sous  ce  rapport ,  aucun  secours  direct  pour  celle 
des  suivantes.  Il  est  impossible  d'établir  de  véri- 
tables méthodes  générales  qui^  par  une  marche 
déterminée  et  invariable,  assurent,  dans  tous  les 
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cas,  la  découverte  des  relatioiu  existantes  eatre 
les  quantités,  relativement  k  des  phénomànes  quel- 
conques :  ce  sujet  ne  comporte  nécessairement 
que  des  méthodes  spéciales  pour  telle  ou  telle 
classe  de  phénomènec  géométriques,  ou  mécani- 
ques, ou  thcrmologi^ues ,  etc.  On  peut,  au  con- 
traire, de  quelque  source  que  proviennent  les 
quantités  considérées,  éublir  des  méthodes  uni- 
formes pour  les  déduire  les  unes  des  autres ,  en 
supposant  connues  leurs  relations  exactes.  La  par- 
tie abstraite  des  mathématiques  est  donc  ,  de  sa 
nature,  générale;  la  partie  concrète,  spéciale. 
En  présentant  cette  comparaison  sous  im  nou- 
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recle.  Ainsi»  k  ptrtito  ooiierète  de  toute  qoetUon 
■iMlhétiyitifne  eM  nëoetsairement  fondée  sur  k 
coBÔdânition  dn  monde  extëriénr^  et  ne  s^nnit 
lamiift,  quelle  qu'y  puisie  être  la  pitri  du  rtison- 
aernent  y  se  résoudre  par  une  simple  suite  de  com- 
lânaisons  inSdleistudles.  La  partie  abstraite ,  au 
contraire^  «puoid  elle  a  ëtë  d'abord  bien  exacte- 
ment s^pavéOy  ne  peut  consister  que  dans  une 
série  de  déductions  rationnelles  plus  ou  moins 
|rol<Migée.  Car,  si  Ton  a  une  fois  troufé  les  équa- 
tions d'un  phénomène,  la  détermination  des  unes 
par  les  autres  des  quantités  qu'on  y  considère, 
quelques  difficultés  d'ailleurs  qu'elle  puisse  sou- 
tint offrir,  est  uniquement  du  ressort  du  raison- 
nement. Cesl  à  Tintelligence  qu'il  appartient  de 
déduire,  de  ces  équations,  des  résultats  qui  y  sont 
évidemment  compris,   quoique  d'une  manière 
peut-^tre  fort  implicite,  sans  qu'il  y  ait  lieu  à 
consulter  de  nouveau  le  monde  extérieur,  dont 
la  considération^  devenue  dès  lors  étrangère,  doit 
même  être  soigneusement  écartée  pour  réduire  le 
travail  à  sa  véritable  difficulté  propre. 

On  voit ,  par  cette  comparaison  générale ,  dont 
je  dois  me  borner  ici  à  indiquer  les  traits  princi- 
paux ,  combien  est  naturelle  et  profonde  la  divi- 
sion fondamentale  établie  ci-dessiisdansla  science 
mathématique. 
Pour  terminer  l'exposition  générale  de  cette 
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division,  il  ne  noua  reste  plus  qu'A  circotucrtre, 
aussi  cxaclemeiit  que  nous  puissions  ie  &ire 
dans  ce  premier  aperçu ,  cbacuue  des  deux 
(,'randes  sections  de  la  science  malhématique. 

La  niathémaiùfue  concrète  ayant  pour  objet 
de  découvrir  les  équations  des  phénomènes,  sem- 
hlerait ,  à  priori,  devoir  se  composer  d'autant  de 
sciences  distinctes  qu'il  y  a  de  catéjfories  réel- 
lemcut  ditféreotes  pour  nous  parmi  les  phéno- 
mènes naturels.  Mais  il  s'en  faut  de  beaucoup 
qu'on  soit  encore  parvenu  à  découvrir  des  lois 
mathématiques  dans  tous  les  ordres  de  phéno- 
mènes; nous  verrons  même  toui4-l'heure  que. 
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conçues  comme  immobiles,  il  u'y  aurait  évi- 
demment à  observer  que  des  pbénomènes  gco- 
mëtiiqucs ,  puisque  tout  se  réduirait  à  des  rela*' 
lions  de  forme >  de  grandeur,  et  de  situation; 
ayant  ensuite  égèrd  aux  mouvemens  qui  s'y  exé- 
cutent,  il  y  a  lieu  à  considérer  de  filus  des  phé- 
nomènes mécaniques.  En  appliquant  ici,  après 
1  avoir  suffisamment  généralisée ,  une  conceptiou 
philosophique,  due  à  M.  de  Blainville»  et  déjà 
citée  pour  un  autre  usage  dans  la  i^  leçon 
(page  32),  on  peut  donc  établir  que,  vu  sous  le 
rapport  statique ,  l'univers  ne  présente  que  des 
phénomènes  géométriques;  et,  sous  le  rapport 
dynamique  y  que  des  phénomènes  mécaniques. 
Ainsi  la  géométrie  et  la  mécanique  constituent, 
par  elles-mêmes,  les  deux  sciences  naturelles 
fondamentales  y  en  ce  sens ,  que  tous  les  effets 
naturels  peuvent  être  conçus  comme  de  simples 
résultats  nécessaires,  ou  des  lois  de  1  étendue, 
ou  des  lois  du  mouvement. 

Mais,  quoique  cette  conception  soit  toujours 
logiquement  possible ,  la  difEcuUé  est  de  la  spé- 
cialiser avec  la  précision  nécessaire,  et  de  l«i 
suivre  exactement  dans  chacun  des  cas  généraux 
que  nous  offre  1  étude  de  la  nature ,  c'est-à-dire , 
tie  réduire  effectivement  chaque  question  prin- 
cipale de  philosophie  naturelle,  pour  tel  ordre 
ile  phénomènes  déterminé ,  à  la  question  de  géo- 
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métrîe  ou  de  mëcuiique,  li  laquelle  on  poumit 
rationnellement  la  supposer  ramenée.  Cette  trans- 
formation ,  qui  exige  pr&lablement  de  grands 
progrès  dans  l'étude  de  chaque  classe  de  phéno- 
mènes, n'a  été  réellement  eiécutée  jusqu'ici  que 
pour  les  phénomènes  astronomiques,  et  poar 
uue  partie  de  ceux  que  considère  la  physique 
terrestre  proprement  dite.  Cest  ainsi  que  l'astro- 
nomie ,  l'acoustique ,  l'optique  ,  etc. ,  sont  dcre- 
nues  Hnalement  des  applications  de  la  science 
mathématique  à  de  certains  ordres  d'obserra- 
tioDS  (i).  Mais,  ces  applications  n'étant  point, 
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par  leur  nature,  rigoureusement  circonscrites, 
ce  serait  assigner  à.  la  science  un  domaine  in- 
défini et  entièrement  vague,  que  de  les  confon- 
dre avec  elle ,  comme  on  le  fait  dans  la  division 
ordinaire ,  si  vicieuse  à  tant  d'autres  ^ards^  des 
mathématiques  en  pures  et  appliquées.  Nous  per- 
sisterons donc  à  regarder  la  mathématique  con- 
crète comme  uniquemement  composée  de  la 
géométrie  et  de  la  mécanique. 

Quant  à  la  mathématique  abstraite 9  dont  j'exa- 
minerai la  division  générale  dans  la  leçon  sui- 
vante, sa  nature  est  nettement  et  exactement 
déterminée.  Elle  se  compose  de  ce  qu'on  ap- 
pelle le  calcul  y  en  prenant  ce  mot  dans  sa  plus 
grande  extension^  qui  embrasse  depuis  les  opéra- 
tions numériques  les  plus  simples  j  usqu'aux  plus 
sublimes  combinaisons  de  l'analyse  transcendante. 
Le  calcul  a  pour  objet  propre  de  résoudre  toutes 
les  questions  de  nombres.  Son  point  de  départ 
est,  constamment  et  nécessairement ,  la  connais- 
sance de  relations  précises ,  c'esi-à-dire  à^équa- 
lions j  entre  les  diverses  i^randeurs  que  l'on  con- 
sidère simultanément ,  ce  qui  est,  au  contraire, 
le  terme  de  la  mathématique  concrète.  Quelque 

|M  hésité  dès  à  présent  à  traiter  la  tbermolo^e ,  ainsi  conçue , 
comme  ujae  troisième  branche  prindpale  de  la  mathe'matique 
concrète  ,  si  je  n^avais  craint  de  diminuer  Tutilite'  de  cet  ouvrage 
en  m^éeartant  trop  des  habitudes  ordinaires. 
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compliquées  ou  quelque  indirectes  que  puissent 
être  d'ailleurs  ces  relatioHS ,  le  but  6nal  de  la 
science  du  ca/cui  est  d'en  déduire  toajours  les 
valeurs  des  quantités  inconnues  par  celles  dn 
quaiitilés  connues.  Cette  teience,  bien  que  plus 
perfectionnée  qu'aucune  autre ,  est,  sans  doate^ 
réellement  peu  avancée  encore  ,  en  sorte  que  en 
but  est  rarement  atteint  d'une  manière  complè- 
tement satisfaisante.  Mais  tel  n'eu  est  pas  moins 
son  vrai  caractère.  Pour  concevoir  nettement  la 
véritable  natnre  d'une  science ,  il  faut  toujours 
lu  supposer  parfaite. 

Âlin  de  résumer  le  plus  philosophiquement 
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idte  gfSomArî^pwi.oa  mdoaBiqoet.  Bien  q^eln 
conœptioa»  pnndfwki  de  Vuuiyao  tnubéauiti- 
qM,  enviaagées  hiitoriquement ,  se  wiàrt  for- 
méim.  icHH  l'inftwwee  des  otnuidënrtioiii'  da  gdo- 
nétrie  ou  de  méouiique,  au  peifectionnement 
dflsi|aeUeK  les  progrâs  du  calonl  sont  étroitensent 
li^  l'ansljse  n'en  eil  pasmoins,  sens  le  peini  de 
TW  lo^qne,  enentiallemait  indëpeaidante  de  le 
géomëtne  et  de  la  méoani^uei  tandis  que  celles- 
ci.  sonlf  «1  oontraira^  nécessaitewent  lond^  sur 
It  prentiàrt. 

L'analyse  mathëmatiyiB  est  donc  ,  d'aprâs  les 
principes  que  nous  avons  constamment  suivis 
jusqu'ici,  la  véritable  base  rationnelle  du  sys- 
tème entier  de  nos  connaissances  positives.  Elle 
constitue  la  première  et  la  plus  parfaite  de  toutes 
les  sciences  fondauten  Laies.  Les  idées  dont  elle 
s'occupe^  sont  les  plus  universelles,  les  plus  ab- 
str^tef  et  lésions  simplesqueuous  puissions  réel- 
lement concevoir.  On  ne  saurait  tenter  d'aHer 
plus  loin,  sous  ces  trais  rapports  éqatvalens,  sans 
topnberinevitablementdans  les  rêveries  meta  [ili^rsi- 
qpes>Car,  quel^u^lnuîlum  effectif  pourrait-ilre»* 
ter  dans  l'esprit  pour  servir  desajet  positif  au  rai- 
sonncmeati  ai  on  voulait  supivimo'cncorequel» 
qtK  circonstance  dans  les  notions  des  quantités 
indéterminée»,  coDSlantea  on  variables,  telles  que 
les  géoi^ètres.lea.eniploient  au)ourd'fani,afïnde 
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s'ëlever  à  un  prétendu  degré  supérieur  d'abstrac- 
tion, comme  le  croient  ies  ontologiales? 

Cette  nature  propre  de  l'analjse  mathémati- 
que permet  de  s'expliquer  aisément  pourquoi , 
lorsqu'elle  est  convenaJblement  employée,  elle 
nous  offre  un  ai  pniaaant  moyen,  non-seulement 
pour  donner  plus  de  précision  à  nos  connaissances 
réelles,  ce  qui  est  évident  de  soi-même,  mais  sur- 
tout pour  établir  une  coordination  infiniment 
plus  parfaite  dans  l'étude  des  phénomènes  qui 
comportent  celte  application.  Car,  les  concep- 
tions ayant  été  généralisées  et  simplifiées  le  plus 
possible,  à  tel  point  qu'une  seule  question  analy- 
■soTuC  abstrailfment  .   rrnl'prme  la  soin- 


leale  j  et  que  noai  finimofw  tonvent  par  enTMip 
ger  oomoie  identiques*  Pourrions  *  nous  ^  psr 
eiemple,  sens  le  secours  de  l'analyse»  apercemr 
la  numidre  andqgie  entre  la  détermination  de  k 
direction  d'une  courbe  à  chacun  de  ses  points  » 
et  cdledela  vitesse  acquise  par  un  corps  ii  cha- 
que instant  dé  son  mouraient  varie ,  questions 
qui ,  qudque  diverses  qu'elles  soient,  n^en  font 
qu'une»  aux  yeux  du  géomètre?    . 

La  .haute  perfection  relative  de  l'analyse  ma- 
thématique, comparée  à  tontes  les  autres  bran- 
ches de  nos  connaissances  positives,  se  conçoit 
avec  la  même  facilité ,  quand  ou  a  bien  saisi  son 
frai     caractère    général.    Cette    perfectiou    ne 
tient  pas ,  comme  l'ont  cru  les  métaphysiciens  ^ 
et  surtout  Gondillac ,  d'après  mi  examen  superfi- 
ciel,  à  la  nature  des  signes  éminemment  concis 
et  généraux  qu'on  emploie  comme  instrumens 
de  raisonnement.  Dans  cette  importante  occasion 
^péciale^  comme  dans  toutes  les  autres,  l'in- 
fluence des  signes  a  été  considéi*ablemcnt  exagé- 
rée, bien  qu^elle  soit  sans  doute,  très  réelle , 
ainsi  que  l'avaient  reconnu ,  avant  Gondillac ,  et 
d'une  manière  bien  plus  exacte ,  la  plupart  des 
géomètr^.  En  réalité,  toutes  les  grandes  idées  ana- 
lytiques ont  été  formées  sans  que  les  signes  al- 
gébriques fussent  d'aucun  secours  essentiel ,  au- 
trement que  pour  les  exploiter  après  que  l'eqprit 
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lea  avait  obtenues.  Is  perfection  supérieure  de 
la  science  du  calcul  tient  principalement  à  l'ex- 
Iréme  simplicité  des  idées  qu'elle  considère,  par 
quelques  sif^nes  qu'elles  soient  exprimées  :  en 
sorte  qu'il  n'y  a  pas  le  moindre  espoir,  à  l'aide 
d'aucun  artifice  quelconque  du  langage  scientifi- 
que, même  en  le  supposant  possible  >  de  perfec- 
tionner, au  même  degré,  des  théories  qui,  portant 
sur  des  Dotions  plus  complexes,  sont  nécessai- 
rement condamuées,  par  leur  nature,  &  une 
infériorité  logique  plus  ou  moins  grande  suivant 
la  classe  correspondante  de  phénomènes* 

L'examen  que  nous  avons  tenté  de  faire ,  dans 
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ItrèoaaiqaÈBt,  oomme  rédoetilJe,  en  demiâre 
imljie ,  à  une  ample  question  de  nombres.  On  le 
GMimndn  si  l'on  remarque  effectivement  que ,  . 
du»  loatQS  nos  recherches ,  ji  quelque  ordre  de 
jibfaoménes  qu'elles  se  rapporteut ,  nous  avons 
dffinitiwment  en  vue  d'arriver  à  des  nombres, 
1  des  doses.  Quoique  nous  n'y  parvenions  la  plus 
■onveotqned'tuiemauiàrefbrt  grossière  et  d'après 
des  mrfthodes  très  incertaines,  il  n'en  est  pas 
Bwins  tfvidflBt  que  tel  est  le  terme  réel  de  tous  nos 
problèmes  quelconques.  Ainsi ,  pour  prendre 
un  exemple  dans  la  classe  de  phénomène  la 
nKnns  accessible  à  l'esprit  mathématique ,  les 
phénomènes  des  corps  vivans,  considérés  même, 
pour  plus  de  complication,  dans  le  cas  pathologi- 
(]ue,  n'est-il  pas  manifeste  que  toutes  les  ques- 
tions de  thérapeutique  peuvent  être  envisagées 
comme  consistant  à  déterminer  les  quantités  de 
loua  les  divers  modificateurs  de  l'organisuie 
qui  doivent  agir  sur  lui  pour  le  ramener  à  l'état 
normal ,  eu  admettant ,  suivant  l'usage  des  géo- 
mètres >  les  valeurs  nulles,  natives,  ou  même 
contradictoires,  pourquelque»-unes  de  ces  quan- 
lilés  dans  certains  cas?  Sans  doute,  une  telle  ma- 
nière de  se  représenter  la  question  ne  peut  être 
CB  eftet  rëdlement  suivie ,  connue  nous  allons  le 
voir,  pour  les  phénomènes  les  plus  complexes , 
psrce  qu'elle  nous  présente  dans  l'application  des 

TOME    I.  Il 
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difficultés  insu rmonti blés  ;   mais  c|iiau(]  il  s'agit 
Je   concevoii- abstraitetncnt  toute  laport(5c  îiitcl- 
Iccluelle  d'une  science,    il  imjiorle   de  lui  sup-   ; 
poser  l'extension  totale  dont  elle  est  logiquement 
•iusceptible. 

On  objecterait  vainement  contre  une  telle 
conception  la  division  générale  des  idées  hu- 
maines selon  les  deux  catégories  de  Kant,  de  la 
quantité,  et  de  la  qualité,  dont  la  première  seule 
constituerait  le  domaine  exclusif  de  la  science 
mathématique.  T^  développement  même  decetie  J 
science  n  montré  positivement  depuis  long-temps  \ 
le  peu  de  réalité  de  cette  superficielle  distinction 


«UM bien  qu'une  éoarbeoauntnoaTement,  sauf 
la  difficnlté  de  b  irpaTer/  et  celle  de  la  ré^Midre, 
ifâ  pettreot  être  et  sont  souvent  supérieures  aux 
pins  gnudet  forces  de  l'écrit  humain . 

Mais  ù>  pour  se  formra  une  idée  conrenable 
de  la  sâence  mathématique ,  il  importe  de  la 
cooceroir  comme  étant  nécessairement  douée 
par  sa  nature  d'une  rigoureuse  unÏTersalité  lo- 
gique, il  n'est  pas  moins  indispensable  dé  consi- 
dérer maintenant  les  grandes  limitations  réelles 
qui,  -vu  la  faiblesse  de  notre  intelligence,  rétré- 
dssent  singulièrement  son  domaine  effectif,  à 
mesure  que  les  phénomènes  se  compliquent  en 
se  spécialisant. 

Tonte  question  peut  sans  doute,  ainsi  que 
nous  venons  de  le  voir,  être  conçue  comme  ré- 
ductible à  une  pure  question  de  nombres.  Mais 
Il  difficulté  de  la  traiter  réellement  sous  ce  point 
de  vue ,  c'est-à-dire  d'effectuer  une  telle  trans- 
formation, est  d'autant  plus  grande,  dans  les 
diverses  parties  essentielles  de  la  philosophie  iia* 
inrelle ,  que  l'on  considère  des  phénomènes 
|Ais  compliqués  ,  en  sorte  que  sauf  pour  les  phé- 
nomènes les  plus  simples  et  les  plus  généraux , 
die  devient  bientôt  insurmontable. 

On  le  sentira  aisément  ^  si  l'on  considère  que , 
poDT  faire  rentrer  une  question  dans  le  domaine 
(le  l'analyse  mathématique,  il  faut  d'abord  être 
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parvenu  ù  découvrir  des  relations  précises  entre 
les  quantités  cocsislantcs  dans  le  phénomène 
étudié,  léuLlissenient  de  ces  équations  des  phé- 
nomènes étant  le  point  de  départ  nécessaire  de 
tous  les  lravau:t  analytiques.  Or,  cela  doit  être 
évidemment  d'autant  plus  difTicile,  qu'il  s'agit  de 
phénomènes  plus  particuliers,  et  par  suite  plus 
compliqués.  En  examinant  sous  ce  point  de  vue 
Ii's  diverses  cal^ories  fondamentales  des  pliéno* 
mènes  naturels  établis  dânb  la  Icçou  précédente, 
on  trouvera  que,  tout  hien  considéré,  c'est  seu- 
lement au  plus  pour  les  trois  premières ,  compre- 
nant toute  la  f/hjsique  inorganique ,  qu'on  peut 
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hablcMlwit  anaii  Im  ptrtiei  la  plu  compliqua 
de  II  phyaiqae  inoi^uiiqiie,  «ont  n^oessvremcot 
imcMtnbln»  |  ar  leur  nature,  i  notre  «nalyw 
mathémauqne,  en  vertn  de  rextrénie  TarÎBbililrf 
mtnrfriqne  de*  phénoniénes  correspondant. 
Tonte  -àdéa  précùe  de  nombres  fizea  eit  tiSrita- 
UcUKiit  di^ilacée  dans  les  phénomines  des  corps 
TÎfans,  quand  on  TCal  femplo^  autrement  que 
comme  moyen  de  soulager  l'attentioDi  et  qu'on 
attache  qndqne  importance  aux  relations  exactes 
dm  valem,  assignées.  Sous  ce  rapport,  les  rë- 
flerioas  de  Bichat,  sur  l'abus  de  l'esprit  matbo- 
matiqne  en  physiologie ,  sont  parfaitement  justes; 
on  sait  h  quelles  aberrations  a  conduit  cette  ma- 
nière Ticieuse  de  considérer  les  corps  Tivans. 

Lee  différentes  propriétés  des  corps  bruts, 
HUtont  les  plus  générales,  se  présentent  dans 
chacun  d'eux  avec  des  d^rés  presque  invariables, 
on  du  moins  elles  n  éprouvent  que  des  variations 
•implee ,  séparées  par  de  longs  intervalles  d'unifor- 
mité, et  qu'il  est  possible,  en  conséquence,  d'as- 
'  mjétir  &  des  lois  précises  et  r^pilières.  Ainsi , 
les  qualités  j^jsiques  d'un  corps  inorganique, 
principalement  quand  il  est  solide  ,  sa  forme,  sa 
conaistanœ,  aa. pesanteur  spéciâqiie,  son  élas- 
ticité, etc.,  présentent,  pour  un  temps  considé- 
nlile,  une  fixité  numérique  remarquable,  qui 
penaet  de  les  considérer  réellement  et  utilement 
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SOUS  un  point  de  vue  malhématiquc.  On  sait 
qu'il  n'en  est  déjà  plus  aiaai  à  beaucoup  près  poul- 
ies phénomènes  chimiques  que  prûenicut  Ica 
mêmes  corps,  et  qui,  plus  compliqués,  dépen- 
dant d'un  bieu  plus  grand  nombre  de  circou- 
stances ,  présentent  des  variations  plus  étendues, 
plus  fréquentes,  et  par  suite  plus  irr^ulières. 
Aussi ,  d'après  quelques  considéralions  déjà  in- 
diquées dans  la  première  leçon  (  page  45  )  et  qui 
seront  spécialement  développées  dans  le  troi- 
sième volume  de  ce  cours ,  on  ne  peut  pas  seiJe- 
ment  assurer  aujourd'hui ,  d'une  manière  géné- 
rale ,   qu'il   y  ait  lieu  à  concevoir  des   nombres 
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esMDtieUeinent  ce  que  ncnii  Dommoiu  la  tuB ,  ca- 
Tj'wgfc  de  la  manière  la  plus  générale,  daiui 
l'euieiiiUe  àts  êtres  qui  noua  la  manifesteot.  Ea 
eSet>  un  caractère  ëminemnoeol  propre  aux 
phénomèiKs  physiologiques,  et  que  leur  étude 
ploa  exacte  raid  maintenant  pliu  sensible  de 
jour  en  jour,  c'est  l'extrême  instabilité  pumérigne 
qa^s  psésenteDt,  soua  qudque  aspect  qu'on  lea 
examine,  et  que  nous  verrons  plus  tard,  quand 
l'<»dre  naturel  des  matières  nous  y  conduira , 
âtre  une  conséquence  nécessaire  de  la  définition 
m&œ  des  corps  -vivaDS.  Quant  à  présent,  il  suffit 
de  noter  cette  observation  incontestable,  vérifiée 
par  tous  les  faits ,  que  chaque  propriété  quel- 
conque d'un  corps  organisé,  soit  géométrique, 
loit  mécanique,  soit  chimique,  soit  vitale,  est 
assujëtie,  dans  sa  quantité,  à  d'immenses  varia- 
litma  numériques  tout-Jk-fait  irrégulières ,  qui 
se  succèdent  aux  intervalles  les  plus  rapprochés 
sous  l'influence  d'une  foule  de  circonstances, 
tant  extérieures  qu'intérieures,  variables  elles- 
mêmes;  en  sorte  que  toute  idée  de  nombres  fixes , 
et,  par  suite,  de  lois  mathématiques  que 
nous  puissions  espérer  d'obtenir,  implique  réelle- 
nient  coatradiction  avec  la  nature  spéciale  de 
cette  classe  de  phénomènes.  Ainsi,  quand  ou 
vent  évaluer  avec  précision,  même  uniquement 
les  qualités  les  plus  simples  d'un  être  vivant ,  par 
exemple  sa  densité  moyenne ,  ou  celle  de  l'une 
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de  ses  principslea  parties  constituaRtes ,  sa  tem- 
()érature,  la-ritessede  sa  circulation  iatérieure^ 
la  proportion  des  élémens  immédiats  qui  compo- 
sent ses  solides  ou  ses  fluides,  la  quantité  d'oxi- 
géne  qu'il  consomme  en  un  temps  donné,  la 
masse  de  ses  absorptions  ou  de  ses  exhalations 
continuelles,  etc. ,  et,  à  plus  forte  raison,  l'éner- 
f^ic  (le  ses  forces  niuaculaires ,  l'inteDsité  de  ses 
impressions,  de. ,  il  nefautpis  seulement,  ce 
qui  cstëvidentj  faire,  pour  chacun  de  ces  résul- 
tais, autant  d'observations  qu'il  y  a  d'espaces  ou 
de  races  et  de  variétés  dans  chaque  espèce;  on 
doit  encore  mesurer  le  changement  très-consi- 


l  tfât  ooauM  un  moyen ,-  pour 
liaiî  dire  mnëàKnîipie  >  de  fixer  let  idrfei.  Dbw 
tou  lei  eu,  il  y  t  ërideaitneDt  impouihilité  U^ 
talc  d'iditenir  jima»  de  Térilablei  lois  nutbém»-  , 
tiqws.  n  ea  ert  encore  plus  fortement  de  même 
pour  ke  phénomânes  so<Mtnx ,  qui  offrent  ,aiie 
0Mn]4icetien  encore  supénenre^  et,  pur  suite, 
nae  vmibilitë  plus. grande)  ocHnme  nou.l'rft»- 
blinu  iprfcielement  dans  le  quatrième  Tolnme 
deo»coart. 

Ge  n'ctt  pas  néuunoioa  qn*oa  doive  cesaer  ^ 
d'apréi  cda ,  de  conceToir,  en  thèse  philosoplu- 
qne  générale,  les  phénoméoes  de  tous  les  ordres 
ennme  nécessairement  soumis  par  eux-mêmes  à 
des  lois  mathématiques ,  que  nous  sommes  seule- 
ment condamnés  à  ignorer  toujours  dans  la  plu- 
part des  cas ,  &  cauae  de  la  trop  grande  coiupli- 
artion  des  phéoom^es.  Il  n'y  a  ea  effet  aucune 
laisan  de  penser  que,  sous  ce  rapport ,  les  phé- 
nomènes les  plus  complexes  des  corps  Tivons 
soieat  essentiellement  d'une  autre  nature  spéciale 
qae  les  phénomènes  les  plus  simples  des  corps 
bruts.  Car,  s'il  était  possible  d'isoler  rigoureuse- 
ment chacune  àe»  causes  simples  qtii  concourent 
à  produire  on  même  phénomène  physiologique, 
tout  porte  à  croire  qu'elle  se  montrerait  douée , 
dans  des  circonstances  déterminées ,  d'un  genre 
dWflnenee  et  d'une  quantité  d'action  aussi  exacte- 
nmit  fixes  que  noua  le  voyons  dans  la  gravitation 
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(iitivL'rs(.-llo,  véritable  lypc  des  lois  foiulamcii- 
tali's  (le  la  tintui-c.  Ce  qui  en^ndrc  la  variabilité 
irrt^iilière  dos  eflets,  c'est  le  grand  nonibn! 
datons  ilivovs  dctermiiianl  à  la  fois  un  même  )>hé- 
noniène ,  t't  d'où  il  résulic  que,  dans  le»  pliëno- 
uiéucs  trcs-compli(piés ,  il  n'y  a  pcni-étrc  pas 
duux  cas  rii;ourcuscmcnt  semblables.  Nous  u'a- 
vons  ])as besoin,  ponrtrouverunctelleditliîculté, 
d'aller  jusqu'aux  phénomènes  des  cor|)ti  vivans. 
Elle  se  présente  déji  dans  ceux  des  corps  bruis^ 
quand  iiuusconsidérotislescasles  plus  complexes; 
par  neniple ,  en  étudiant  les  phénomènes  méiéo- 
roIo,';iqucs.  On  ne  peut  douter  que  cbacun  àos 
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S  pt^  même  y  lainr  des  '?aleurs  fixes ,  il 
soit-  de  la  complkatioiidea  cas,  que ,  quand  même 
nous  pouBrions  conn^tre  ou  jour  la  loi  matliié> 
matique  ï  laqudle  est  soumis  <^que  agent  prie  à 
partt'la  combinaison  d'un  aussi  grand  nombre  de 
conditions  rendrait  le  problème  mathématique 
correqiendant  tellement  supérieur  i  nos  iaiblei 
moyens,  que  U  question  resterait  le  plus  souvent 
ioMJuUe.  Ce  n'est  donc  pas  ainsi  qu'on  peut  iàire 
une  étnde  r^eUe  et  féconde  de  la  majeure  partie 
des- {dténcanèoes  naturels. 

Pour  apprécier  aussi  exactement  que  possible 
cette  difficulté,  considérons  à  quel  point  se 
compliquent  les  questions  mathématiques,  même 
relativement  aux  phénomènes  les  plus  simples 
des  corps  bruts,  quand  on  veut  rapprocher  suffi- 
samment l'état  abstrait  de  l'élat  concret ,  en  ayant 
i^rdà  toutes  les  conditions  principales  qui  peu- 
vent exercer  sur  l'eSet  produit ,  une  influence  vé- 
ritable. On  sait,  par  exemple ,  que  le  phénomène 
très-simple  de  l'écoulement  d'un  fluide,  en  vertu 
de  »  seule  pesanteur,  par  un  orifice  donné,  n'a  pas 
jusqu'à  présent  de  solution  mathématique  com- 
plète, quand  on  veut  tenir  compte  de  toutes  les 
cireonstances  essentielles.  11  en  est  encore  ainsi ,  ' 
nl^oie  poiu-  le  mouvement  encore  plus  simple 
■l'un  projectile  solidcdans  un  milieu  résistant. 

Pourquoi  l'analyse  mathématique  a-t-elle  pu 
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s'adaptrr ,  avec  un  succès  si  .admirable ,  à  t  ctuili- 
approfoiidredpspbénomèaea  célestes?  Parce  qu'ils 
sont,  mnljjré  les  apparences  vulgaires,  beaucoup 
plus  simples  que  tous  les  autres.  Le  problème  Je 
plus  compliqué  qu'ils  préseoteut,  celui  de  la  mo- 
dification que  produit ,  dans  le  mouve  i  cnt  de 
deux  cori»  tendant  l'un  vers  l'autre  en  vertu  de 
leur  gravitation,  l'influence  d'un  troisième  corp» 
agissant  sur  tous  dcui  de  la  même  nisiiièrc  ,  fsi 
bien  moins  coniposii  quo  le  problème  terrestre  le 
plus  simple.  Et,  néanmoins,  il  otTre  déjà  une 
telle  diflicull^,  que  nous  n'en  possédons  eucorc 
(pic  des  solutions  approximatives.  Il  est  même 
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Mivteatent  de  ftifalcf  indiiuiaons  mittiieUet,  etc. 
H  rrfmlte  de  cet  eiwemfale  de  aircoiutMicei  qne 
hi  pei-tDrlwlioiu  son^  le  plu*  uavent  peu  conn- 
déreblet  f  et  qœ  poar  les  calculer  il  suffit  ordi- 
nuremênt  de  teuir  compte ,  concurremment  svec 
l'actioii  do  soleil  sur  chaqne  planète  en  pftrticii>- 
lier ,  de  rinfluonce  d'une  seule  autre  plaoii*, 
■nsoeiitiUe,  psr  se  grosseur  et  sa  proximiltfi  de  ' 
dAanniner  des  d^rangemeas  sensibles.  Mais  si , 
au  lien  d'un  tel  dtat  de  ohoses ,  notre  système  sa- 
laire eût  tfté  composé  d'un  plu't  grand  nombre  d^ 
planètes  concentrées  dans  un  moindre  espace,  et 
i  peu  près  égales  en  masse;  si  leurs  orbites 
avaient  offert  des  inclinaisons  fort  différentes,  et 
des  excentricités  considérables;  si  ces  corps  eus- 
•entétéd'uneformepluscompliquéct  par  exemple, 
des  ellipsoïdes  très -excentriques,  etc.;  il  est 
certain  qu'en  supposant  la  même  loi  réelle  de 
gravitation .  nous  ne  serions  pas  encore  parvenus  à 
«nimeltre  l'étude  des  phénomènes  célestes  à  notre 
snalfK  maUlématique,  et  probablement  nous 
n'eussions  pas  même  pu  démêler  jusqu'il  présent 
la  loi  principale. 

(les  ciuidittons  bypolliéliques  se  trouveraient 
préciséiuent  réolisées  au  plus  haut  degré  dans  les 
phénomènes  chimiques,  si  on  voulait  les  calculer 
(l')qirè.t  la  théorie  de  la  gravitation  générale. 

En  pesant  convenablement  les  diverses  coosi- 
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(léralioiis  qui  précèdent ,  on  sera  convaincu ,  jt- 
crois,  i]u'cn  réduisant  auzdi  verses  particsde  lapky- 
siqnc  inoi^anique  l'extension  future  des  grandet^ 
applications  réellement  possibles  de  l'analyse  ma- 
tliémaliqiic ,  j'ai  bien  plutôt  exagéré  que  rétréci 
l'étendue  de  son  domaine  efTcclif.  Autant  il  im- 
;>ortait  de  rendre  sensible  la  rigoureuse  universa- 
lilc  lo^iqiK'  de  la  science  mathématique  ,  autant 
je  devais  signaler  Ics-conditionsquilimiteat pour 
noiis  son  extension  réelle ,  afin  de  ue  pas  contri- 
buer .'»  écarter  l'esprit  humain  de  la  vérilaUe  di- 
rection scientifique  dans  l'étude  des  phénomènes 
les  plus  compliques ,  par  la  recherche  chimérique 
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coméquent  tans  espoir  d'intcoduire  «  dam    les 

■dences  correspcrfidaiites  ,  ce  ^ut  degré  de  per- . 

fèctlon  qne  procure,  quant  aux  phéQomènes  les 
plus  simples,  uu  usage  convcoalile  de  la  mathé^ 
mttique,  soit  sous  le  rapport  de  la  précisioD  de 

DOS  connaissances  ,  soit ,  ce  qui  est  peut-être  en- 
core ^uB  remarquable ,  sous  le  rapport  de  leur 

coordÎAtion. 

CestparlesDiathématiqiies  que  la  philosophie 

positive  a  commence  ù  se  former  :  c'est  d'elles  que 
nous  vient  la  méthode.  Il  était  donc  naturelle- 
ment inévitable  que ,  lorsque  la  même  manière 
de  procéder  a  dû  s'étendre  à  chacune  des  autres 
sciences  fondamentales,  on  s'efforçât  d'y  intro- 
duire l'esprit  malhéoiatiquc  à  un  plus  haut  dï^ré 
<{ue  ne  le  comportaient  les  phénomènes  corres- 
pondans;  ce  qui  a  donné  lieu  ensuite  à  des  tra- 
vaux d'épuration  plus  ou  moins  étendus ,  comme 
ceux  de  Berthollctsur  la  chimie,  pour  se  dégager 
de  cette  influence  exagérée.  Mais  chaque  science, 
en  se  développant,  a  fait  subir  à  la  métliodc  po- 
sitive générale  des  modiûcations  déterminées  par 
les  phénomènes  qui  lui  sont  propres,  d'où  résulte 
wn  génie  spécial  ;  c'est  seulement  alors  qu'elle 
a  pris  sou  véritable  caractère  définitif,  qui  ne 
doit  jamais  élre  confondu  avec  celui  d'aucune 
autre  science  fondamentale. 
Ayant  exposé ,  dans  cette  leçon ,  le  but  css(!n- 
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tiel  et  la  composition  principale  de  la  science 
maLhc'mnlique,  ainsi  que  ses  relations  f^énérales 
avec  l'cnsemblo  de  la  philosophie  naturelle  ,  sou 
caractère  philosophique  se  trouve  dêierminé  ,  au- 
tant qu'il  puisse  l'étro  par  un  tel  aperçu.  Nous 
devons  passer  maintenant  à  l'esameu  spécial  de 
chacune  des  trois  grandes  sciences  dont  elle  est 
composée ,  le  calcul ,  la  géométrie  et  la  méca- 
nique. 
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Soanuiu.  Vue  générale  de  VAnttfle  n»l!liëiiiafi«]ue.   '    - 

Dans  le  développement  hislori(|ue  de  la  science 
mathématique  depuis  Descartes,  les  progrès  de 
la  partie  abstraite  ont  presque  toujours  été  déter- 
minés par  ceux  de  la  partie  concrète.  Mais  il  nen 
est  pas  moins  nécessaire  y  pour  concevoir  la  science 
d'ime  manière  vraiment  rationnelle ,  déconsidérer 
le  calcul  dans  toutes  ses  branches  principales 
avant  de  procéder  à  l'étude  philosophique  de  la 
géométrie    et    de  la    mécanique.    I^es    théories 
analytiques  y  plus  simples  et  plus  générales  que 
celles  de  la  mathématique  concrète,  en  sont,  par 
elles-mêmes,  essentiellement  indépendantes ^  tan- 
dis que  celles-ci  ont,  au  contraire,  de  leur  nature, 
lin  besoin  continuel  des  premières ,  sans  le  secours 
desquelles  elles  ne  pourraient  faire  pres(|uc  aucun 
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pri^ris.  Quoiqiieles  principales  conccptionsde  l'a- 
nalyse conservent  encore  aujourd'hui  quelques 
traces  très-sensibles  de  leur  origine  gÀ)ni<Jtriqiic 
ou  mécanique,  elles  sont  maintenant  néanmoins 
essentiellement  A^agées  de  ce  caractère  primitif, 
qui  ne  se  manifeste  plus  guère  que  pour  quel- 
ques points  secondaires;  en  sorte  que,  depuis  les 
travaux  de  Logrungc  surtout,  il  est  possible,  dans 
une  csposition  dogmatique,  de  les  présenter  d'une 
manière  purement  abstraite,  en  un  système  uni- 
que et  .continu.  C'est  ce  que  je  vais  entreprendre 
dans  cette  leçon  et  dans  les  cinq  suivantes,  en  me 
bornant ,  comme  il  convient  à  la  nature  <le  ce 


ii'iiilHniiifafMMiiiiiliiil  liitlri  iiiniiiiTiiiili  cdusé- 
ifaaùBt,  lAetrioar  d'oaitaHimère' plus  dactiela: 
ii^  sMfe  d»  «UaùrcaliaB  chlre  Ih  pwtic  coa-* 
csite  et  Ib  pnl»  aUb|Me  da  matibëmatiifii», 
oe  ^oicompMln»  IfàqKMÎtmv  pioëbde  de  la  âi- 
VM04  foodunentale  (îtaUi»  dani'  Ib'  leçon  précrf^ 

Qta  •ofonns  ordinnranenc  imeiéée  heavconj^ 

(pA*  Atww  m  nom>  à  toai»)Cipècc'â«  rd*t!db. 
'd'^ilitë  entre  deux  fonctions  quelconques  dea 
gnadaaoa  qne  l'on  considère.  Car ,  si  toute  éqvut- 
tioB  eat  ériiieniment  nne  relation  d'égalité ,  il 
«'«B  faut  de  beaucoup  que.  réciproquement, 
loate  relation  d'égalité  soitune  véritable  efUd/iOR, 
diK geuce  de  celles  auxqudies,  par  leur  nature, 
la  me&wles  anal^^lique»  «ont  applicables. 

Ce  défaut  de  pression  dans  la  considération 
logique  «Tune  notion  aussi  fondamentale  en  ma- 
ibémBiàqaei ,  entndne  le- gmre  inconvénient  de 
rehdre  à: peu  prés  inexplicable,  en  thèse  t^'némle, 
Udifficalcd  immense  et  capitale  que  nous  éproii- 
TODs  &  étaUir  la  relation  du  concret  h  l'abstrait, 
ctqu'on  fait  communément  ressortir  avec  tant  de 
raison  pour  âiaquegrande  question  mathématique 
prise  à  part.  Si  le  sens  du  mot  équation  était 
vmiinenc  aussi,  étenda  cpi'on  le  suppose  habituel- 
lement en  ledéftuissrtnt.on  ne  voit  point,  ch  cf- 
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fet,  <lc  quelle  grande  difficulté  pourrait  ébc  réel- 
lemeut,  en  général,  rétablissement  des  équations 
d'un  problème  quelconque.  Car  tout  paraîtrait 
consister  ainsi  en  uiie  simple  question  de  forme, 
qui  ne  devrait  pas  m^e  exiger  jamais  de  grands 
efforts  intellectuels,  attendu  que  nous  ne  pou- 
vons ^uèrc  concevoir  de  relation  précise  qui  ne 
soit  pas  immédiatement  une  certaine  relatien 
tl'^alilc,  ou  qui  n'y  puisse  être  prompteuent 
ramenée  par  quelques  transformations  très-fa- 
ciles. 

Ainsi,  en  admettant,  en  général,  dans  la  défi- 
nition des  équations^  tonte  espèce  à& fonctions , 
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d'âne  manière  eticte  et'Miffiauiiineat'BpplNtfAn- 
^f  tMte  dfu^twn  ^  une  iidatiDn  d'^tlii^  Mtre 
deax  'ibncttOBa  aAMtaàef  dW'granddun'  IconhrkM- 
T^at.  Afin  de'n''atoir  jAta  k  reveair'inir  betve  «M- 
finitiul'foncbiAentale ,  je  àbi»  «joutôr  ici ,-  esontt 
u  èompMnMDt  iiulispenBable  sus  lequel  Viàée 
ne  aenàt  point  luccgén^le,  que  oeï  fbnctiodB 
«istniUi  pebvent  se  tapporter  non-seuleiàeitt  bok 
ffuadéo^  que-  le  problème  présente  en  eSev  de 
Ini-méine,  mais  aussi  à!  tontes  les- antres  grair- 
èenrs  auxiliaires  qui  s'y  rattachent^  et  qu'on 
praira  souvent  introdaive,  simplement  par  orti- 
fice  mathëmatique>  dans  la  seule  vue  deÊicilitcr 
Il  découverte. des  équations  des  phénomènes.  Je 
De  £ûs  ici ,  dans  cette  explication  ,  qu'emprunter 
«HDQiairemeDt,  par  anticipation^  le  résultat  d'une 
diacossion  générale  de  la  plus  haute  importance , 
qui  se  trouvera  à  la  fin  de  cette  leçon.  Revenons 
maintenant  à  la  dislinctioQ  essentielle  des  fonç- 
tionsen  abstraites  et  concrètes. 

Cette  distinction  peut  âtre  établie  par  deux 
voies  essentiellement'  dijléi'entes ,  complémoil»- 
res  l'une  de  l'autre  j  à  priori,  et  à-  posteriori-.: 
c'est^-dire ,  en  caractérisant  d'une  mamère^g^é- 
rale  la  nature  propre  de  chaque  espiàce  de  fbnc- 
lions,  eteosiiite  en  faisant, >ce  qui' est' p<»Billl«  , 
l'énumération  effective  de  toutes  Icsfonetibbs-'ab- 
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slraitcs  aujourd'hui  coonues,  du  moùu  quant  aux 
ùléniciis  dont  elles  se  compoieat. 

A  priori,  1rs  foBotioufl  que  j'appelle  a£sf/m(e£ 
Kout  celles  qui  expriment  entre  des  grandeurs  un 
mode  de  dcpeadauce  qu'où  peut  concevoir  u^ù- 
qucnicnt  entre  nomJbkes  ,  sans,  '^u'il  sait  Iwsom 
d'indiquur  aucun  pfaénookàne  qudcanqueoik  il  se 
Irouvu  ixûltBc.  Je  nomme,  au  ccHitraire,  fonction» 
concrètes  celles  pour  lesquelles  le  mode  de  di^ 
pendance  exprimé  ne  peut  ^(1*6  défini  ai  conçu 
qu'en  assignant  un  cai  physique  déterminé ,  géo- 
métrique, mécanique ,  ou  de  tout  uitre  nature, 
ilanii lequel  ilailcScctivementliea. 


exprioiant  la  relation  de  la  5Uf)ek)fieîe  d'ua  carré 
ou  du  volume  d'un  cube  à  la  joi^ueur  de  leur 
câté.  Elles  avaient  si  lesclusivement  à  leulrs  yeux 
un  tel  caractère  9  que  c'est  seulement  d  après  leur 
dëûnition  géométrique .  qu'ils  .avaient  découvert 
les  propriétésalgébriq  ucs  éléipeMairés  de  ces  f onc-* 
tions,  relativement  à  la  décompokiition  de  la  va- 
riable en  deux  parties ,  propriétés  qui  si'éuûent^ 
à  cette  ^K)que,9  que  de. vrais  théor^nes  de  géo^ 
métrie,  auxquels  on  n'a  attaché  que  beaucoup 
plus  tard  misens  numérique. 

J'aurai  encore  occasion  de  citer  tout  ù  l'heure , 
pour  un  autre  motif,  un  nouvel  exemple  très- 
propre  à  faire  bien  sentir  la  distinction  fondamen* 
talc  c[ue  je  viens  d'exposer  ;  c'est  celui  des  fonc- 
tioiis  circulaires  y  soit  directes ,  soit  inverses^  qui 
sout  encore  aujourd'bui  tantôt  concrètes,  tantôt 
abstraites  y  selon  le  point  de  vue  sous  lequel  on  les 


envisage. 


Gonsidéraut  maintenant,  à  posteriori^  cette  di- 
vision des  fonctions,  après  avoir  établi  le  caractère 
général  qui  rend  une  fonction  abstraite  ou  coucrè-  , 
tc>Li  question  de  savoir  si  telle  fonction  déterminée 
est  véritablement  abstraite ,  et  par-là  susceptible 
d  entrer  dans  de  vraies  équations  analy  tiçpies ,  va 
devenir  une sinq)lc  question  de  fait,  puisque  nous 
allons  éiîumérer  toutes  les  fonctions  de  cOite  es- 
(HÎGe. 
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Au  premier  abord,  cette  ^numération  temble 
impossible,  les  ibnctioiis  analytiques  distinctes 
étant  éviilemmt'nv  en  nombre  infini.  Maïs,  etile» 
partageajit  en  simples  et  composées,  In  diiTSculté 
disf  lariiU-  Cai- ,  si  le  nombre  des  diverses  fonctions 
considérées  dans  l'analTse  matlicmatiqiic  est  réelle- 
ment infini ,  elles  sont .  au  contraire ,  même  au- 
jourd'hui .  composées  d'un  fort  petit  nombre  de 
looclioQS  élémentaires  ,  qu'on  peut  aisément  as- 
signer ,  et  rjui  suffisent  évidemment  pour  décider 
du  caractère  absirait  ou  concret  de  telle  fonction 
déterminée ,  qui  sera  de  l'une  ou  de  l'autre  na- 
ture, selon  qu'elle  se  composera  exclusivement 
de  ces  fonctions  abstraites  simples ,  ou  qu'elle  en 
comprendra  d'auti-cs.  Voici  le  tableau  de  ces  élé- 
mens  fondamentaux  de  toutes  nos  combinaisons 
anal)'tiques ,  dans  l'étal  présent  de  la  science.  On. 
ne  doit,  évidemment,  considérer,  h  cet  effet,  que 
les  fonctions  d'une  seule  variable  ;  celles  relatives 
à  plusieurs  variables  indépendantes  étant  constam- 
ment, parleur  nature,  plus  ou  moins  composées. 

Soit  j:  la  variable  indépendante ,  ^  la  variable 
corelative  qui  en  dépend.  Les  différens  modes 
simples  de  dépendance  abstraite  que  nous  pouvons 
maintenant  concevoir  entre  T'el  x ,  sont  exprimés 
par  les  dix  formules  élémentaires  suivantes ,  dans 
lesquelles  chaque  fonciion  est  accouplée  avecson 
inverse ,  c'est-à-dire,  avec  celle  qui  aurait  lieu, 


MATBéVàTIQUES.  IjS 

d'iprés  la  fonction  directe  y  si  on  y  rapportait 
X  ïfj  au  lien  de  rapporter^  à  x  : 


I»  couple 


{::; 


ssa+x.  .  .  fonction  «omme  y 
.  .  fonction  difiérmce^ 


t« 


i^  y=uix    .  .  .  {onction  produit , 


X 


.  .  .  fonction  ^aolMiil» 


A^         .     rio  /^ix^ ....  {onction puissance 9 
(a*  r=i/xT  .  .  fonction  racine ^ 


(■«  couple 


i»  j=a^  .  ,  .  .  fonction  ^x/?o/i«ii/iWZf , 
a<*  y^x  •  •  •  •  fonction  logantiimique  ^ 


iî«t        1  #' \  J  ^"j'^siD^  •  •  •  {onction  circulaire  directe, 
^        )  2"j=arc(sîn:=aj)  fonction  circulaire  inverse. 

Tels  sont  les  dlëmens  très-peu  nombreux  qui 
composent  directement  toutes  les  fonctions  ab- 


(i  )  Dans  b  viied'augmenter  autant  que  possible  les  ressmirces  et 
retendues!  insuffisantes  de  Panalyse  mathématique,  les  géomètres 
comptent  ce  dernier  couple  de  fonctions  parmi  les  élémens  ana- 
lytiques. Quoique  cette  inscription  soit  strictement  Icfgiti- 
me,  il  importe  de  remarquer  que  les  fonctions  circulaires  ne 
*ont  pas  eiactement  dans  le  même  cas  que  les  autres  fonctions 
abstraites  élémentaires.  11  y  a  entr'elles  cette  différence  fort  es- 
sentielle ,  que  les  fonctions  des  quatre  premiers  couples  sont 
vraiment  \  la  fois  simples  et  abstraites,  tandis  que  les  fonctions  cir- 
ralaîres,  qui  pcurent  manifester  successÎTement  l'un  et  l'autre  ca- 
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slraitcs  aujoui-d'hui  connues.  Qu^ule  peu  multt- 
pliés  qu'ils  soiefil,  il  suniseot  ëvidraiment  pour 
dotuierlicuàun  nombre  toul-à-fait  infînidccom- 
Liuatsuns  aualvti<]ue8> 

>  Aucune  oouaidératioR  rationnelle  ne  circon- 
scrit rigoureusement  à  priorile  tableau  précédent, 
(£ui  n'est  que  l'eipression  cfiective  die  l'ëlat actuel 
de  la  science.  Nos  élëmcns  onaljrtiques  sont  au- 


raclcre  itiivant  le  ^nt  de  rat  <odi  lequel  on  tu  eiiVUip  cl  b 
ni:itii(:re  dontclla  (ont  «iDployvu,  De  pnbcnteot  jimii*  limiil- 
taiii'ini'iilCïsdcux  proprlclt*. 

|j  fi)nclion(in..r  cil  Introduite  danil'analj'M  comme  une  nou- 
vulle  iViiictlun  limplc ,  quand  on  la  conçoit  KulemeBlcomnieîYi- 
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jquitfhiu  flm  ^ombuTOK  y 'ib  ne  l'ëtaittt  pwar 
Dnentes,  et  inâmÇiiKitvT^leb  et  LfiÔniU; 
ily;*  tout.fia|pliuBa«è«l«4tie]esdeaxdàrttien 
coaplc»  of^téii  iobwkito  cUh  ViaiHywpir  les 
trannxâe  JeyiBevBoviUlifttd'Euler.  Siai  doute 
«B  'en  adinettni  da  uouvealtt  daïu  la  tuitCf  Rtafi> 
coauDejciUBdi^iMrâiilifc  fia  4te  cens  leçeoiBo» 
M  fptnwis  pu.  «^lërdr  qtflUt  ;Wtott  jattaw  foH 


■  foDCtîolM  (Un*  la  i!fiuli<Mii ,  Ritme  pir  npport  ai 

lioH  Don-lri|oiton(:lriqu«dM  ntœM  f  ■riiblts. 

C'aldoncuDÎqucmcntdMttlMCMoù  lu  fo nation* dreuUirei, 
rabliveuwnt  aui  incoaniRi ,  (ont  combine  »  Janilei  i!iiuilîoii* 
MN  itt  fMfel!o«i  «iMnitct  d'ime  Batre  ttftce ,  qu'il  ctl  indb- 
ptnaUa  Aroir  cganl  a  Icar  inlcrpi^lation  alg^briqiM  poat  pon- 
nir  râondra  Ici  équation* ,  «t  dit  lor*  eilei  c«neat ,  en  effet , 
fiire  tnlUe*  comme  de  noiiTcltca  fonctioni  limple».  Mai*  alors 
>tine,  pDàRil  ^'bn  HiMie  catfif  le  de  cette  iRterpnitatlob , 
bor  aJmiwinB  n'c^dplche  point  let  rehtioiii  d'avoir  le  caractère 
ie  léritaUet  éçaatiotu  analytique! ,  ce  qui  eil  ici  le  but  tmea- 
tict  de  notre  ^mufratioa  dci  fanclIoa«abitrail«t  i\£mea\3iTeÈ. 

U<«t  ireimrqùar,  d^prè*  Ie«  contîdAntioiu  jndl^ufe*  Aui 
celle  B*te ,  qua  pluHebn  autro  foticlioa*  coticri te*  pesTenl  ttre 
utilement  introduilci  au  nombre  dei ^l^meni analytiques ,  ai  le* 
condilîoiu  prÎDcifnJet  poKci  cî-dewu*  pour  le*  fonctions  cit^u- 
Wn*  ont  ilâ  prditÙitemmt  Wen  lremplic*>  C'eit  ainaî ,  par 
cicnplc,  que  If*  travail  de  M4Legcndte,elréceDimeot  cauade 
H.  JacoU ,  *Dr  le*  fçnclioo*  ^Uplique*  ,  ont  vraiment  agrandi 
le  ckamp  dé  rhnaljsc  i  11  en  eit  ée  mfme  pour  quelque*  inU- 
inlf*  djiuîa  dltaiMiet  parM.  ^«({ef  ,^u  btthforia  de  h. 
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ritable  esprit  du  calcul,  en  général  ,  exige  que 
cette  distinction  ïuit  mainteoueavec  laplus  sévère 
czaclitude,  et  <jue  la  ligne  de  démarcation  entre 
1e«  deux  époques  de  la  solution  soil  tendue  aussi 
licitement  Li-anchée  <jue  te  permet  la  question 
proposée.  L'observation  attentive  de  ce  précepte, 
trop  méconnu ,  peut  être  d'un  utile  secours  dans 
chaque  (jueslion  paiticulièro,  en  dirigeant  les  ef- 
forts de  notre  esprit ,  à  un  instant  quelconque  de 
la  solution  ,  ver»  la  véritable  difiîcultë  correspon- 
dante. A  lu  véi'ilé,  l'impcifeclion  de  la  science 
du  calcul  oblige  souvent .  comme  je  l'expliquerai 
dans  la  leçon  suivante,  à  mêler  très-fréquemment 
les  considérations  algébriques  etles  considérations 
arithmétiques  pour  la  solution  d'une  même  ques- 
tion. Mais ,  quoiqu'il  soit  impossible  alors  de  par- 
tager l'ensemble  du  travail  en  deux  parties  nette- 
ment tranchées  ,  l'une  purement  algébrique  ,  et 
l'autre  purement  arithmétique,  on  pourra  tou- 
jours éviter,  à  l'aide  des  indications  précédentes, 
de  confondre  les  deux  ordres  de  considérations, 
quelque  intime  que  puisse  être  jamais  leiu-  mé- 
lange. 

En  chi-Tchanl  à  résumer  le  plus  succinctement 
possible  la  distinction  que  je  viens  d'établir  ,  on 
voit  que  Valgéfiiv  peut  se  définir,  en  général , 
comme  ayant  pour  objet  la  i-ésoluUon  des  équa- 
tions, ce  qui,   quoique  paraissant  d'abord  trop 
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iS»  Mt  nëannuoitli  lufBiunioeDt  étenda, 
pourfn  qu'on  prenne  ces  expressions  dans  toute 
leur  aocqiùon  Logique,  qui  signifie  tratufonoer 
«b  fimctioDB  intpiicites  en  fonctions  eapiicAê* 
univalentes  :  de  néme ,  Varithmétique  peut  être 
'définie  ccmme  destinée  à  Vévaiuation  des  fone- 
lions.  Ainsi,  en  coatractsut  les  expressions  au 
])lus  bant  4egrâ ,  je  crois  pouToir  donner  netts- 
xneut  une  juste  idée  de  celte  division ,  en  disant, 
cranine  je  le  ferai  désonnais  pour  ëriter  les  péri- 
phrases explicatives,  t^vueValgèbre  est  le  caieuldes 
JôneUfms ,  et  Varilhm^ùfue  le  caieuldes  valeurs. 
D  est  aisé  de  comprendre  par-lù  combien  les 
définitions  ordinaires  sont  insuffisante^  et  même 
vicieuses.  Le  plussouvent ,  l'ioiporlauce  exagérée 
accordée  aux  signes  a  conduit  à  dislînguer  ces 
deux  branches  fondamentales  de  la  science  du 
calcul  par  la  manière  de  désigner  dans  chacune 
lessujets  du  raisonnement,  ce  quiestcvidcmmeut 
absurde  en  principe  et  faux  en  fait.  Même  la  cé- 
lèbre définition  donnée  par  Newton,  lorsqu'il  a 
caractérisé l'e^è^re  comme  l'arithmétique  univer- 
seiie ,  donne  certainement  une  très- fausse  idée  de 
la  nature  de  l'algèbre  et  de  celle  de  l'arithmé- 
tique (i). 

(0  J'ai  CEO  devoir  «igntler  ip^aletncnt  cette  dcfinïtioni  parce 
quVUcjcrtdebuckFopinionquebcaucoupde  boni «prits, ^ Iran- 
gcMàhKÏenumatfai'malique,  *c  forment  deU  partie  abtlnile 
TOHE    I.  l3 


Après  avoir  établi  In  division  Tond» mentale  du 
calcul  en  deux  hninchen  principales ,  je  dois  com- 
[nrcT,  en  poriérni,  l'étendue,  l'imporlance  Pt  la 
difBcidttf  de  ees  deux  sortes  de  calcul  ,  afia  de 
n'avoir  plu»  .H  considci-er  que  le  calcul  tfes  Jbrtc~ 
ttotiA,<jiù  doit  èti-e  te  sujet  essentiel  de  notre  étude. 

Vecalciildes  t'nleurs,  ou  V/withmètiffue,  paraît , 
:(U  premierabord. devoir pr(-sen ter  Mij  chiimpausti 
vasteque  celui  de  rrt/^('/'/f,piiisipi'il  semble  devoir 
donner  lieu  Ji  autinl  de  qiicsl  ions  di-.tiiicii'S  qu'on 
peut  concevoir  de  formules  algébriques  différentes 
\  Saluer.  Mfiis  une  réflexion  fort  simple  suffit 
pour  montrer  que  le  domaine  du  calcul  des  va- 
leurs est,  por  S(i  nature,  infiniment  moins  étendu 
que  celui  du  cnicu!  des  fonctions.  Car,  en  distin- 
guant les  fonctions  en  simples  et  composées,  il  est 
évident  qiie  lorsqu'on  sait  èvaltter  les  fondions 
sintf^es  ,  la  considération  desfonclions  composées 
ne  présente  plus,  sous  ce  rap^iorl ,  aucune  difR- 
cullé.  .Sous  le  point  de  vue  alj^cbriquc  ,  une  fonc- 
tion compo.sée  joue  un  rôleti-^s-difféi'entdeceltti 
des  fonctions  élémentaires  qui  la  constituent,  et 
c'est  de  là  précisément  que  naissent  toute*  le» 
principales  difficultés  analytiques.  Mais  il  en  est 

lie  ccUcicicncc,  uns  romid/rcr  qu'à  IVpoquc  oii  cetaperju  >  été 
fornii! .  VaniXyu  malhiïnialiquc  n'iTtail  pnini  otHi  iWieloppiic 
pou'  .que  le  c:trsclCrc  geavral  propre  k  chacuiii:  Av  SM  ptflii 
prîaciptlc*  pâl  tire  coQTcnablciiicdt  uiii ,  ce  qu!  explique  pttui 
•]Ui>l  Newton  ï  pu  propoirr  alors  nnc  JiTitiilînn  <\n''\  rr]Atrra\\ 
iinl'lm). 


:  pbUr  le  ealonl  âriduwéliqiM'. 
kmétt  le  nombre  des  epératîmis  ttrithttëtiqaai, 
ytémm  dÎBtâictefl ,  eM'  seidemeat  nArqaé  pu 
«M  ââa  fboetioju  liiatruteft  (Oéoientrirts,  A»tt 
fai  fk<dieiiitf  oi-'^fesBus  le  uUoralr^pea  iiêiiim. 
Uéffiioaiiim  de  oet  ilîx  fon^koM  denne  a^eeuaixe- 
■Me  etfe  de  toMea  tetffbnetiow ,  en  notubte  ilO- 
fiai-,  ^[ne  fw  conaidèfe  dbn»  l'etueuible  de  l'an»- 
lyiB  mrthfaMUqne ,  telle,  d«r  riiofan,  qu'elle 
eOsm  m^fiétàtm.  k  ^uidqwM  foravriet  que 
^■iièe  eondittite  l'ëkdtWBtiM  de«  ëquitioti»,  îl 
ay  âtanit  fieâ  à  de  nouvdles  opëratioos  «rithmé- 
lîi|nes'  qne  si  l'on  en  venait  à  cr^r  de  véritables 
noa<K«ix^lémensatoalyti(piee,doQtletiombreser& 
lDtijenn>  quoi  qit'îl'  atrivei  extrânement  petit, 
de  champ  ât'VaHthméti^ue  est  donc,  par  sana^ 
tnrC)  infiniment  restreint,  tandis  que  eeloi 
de  Ytd^hre  est  rigonreusement  indéfini. 

n  importe  cepebdant  de  remarquer  que  le  do- 
mûine  du  c(Ueul  des  valetira  est,  en  r&ilit^, 
beancoop  plus  étendu  qu'on  ne  se  le  rqu-ëseote 
communément.  Car  plusieurs  questions,  véri- 
taUement  ariàtmélitjues ,  puisqu'elles  consistent 
dans  des  évabuUions ,  ne  sent  point  ordinaire- 
ment classées  comme  tdies,  parce  qu'on  a  l'habi- 
tude de  ne  les  traiter  que  comme  incidentes ,  ait 
milita  d'un  ensemble  de  recherches  analytiques 
phts  on  moins  élevées  :  la  trop  haute  opinion  qu'on 
i3. 
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se  forme  communément  <)c!  l 'influence  des  aif^nes 
est  eocorc  la  ciuse  principale  <le  celte  confusion 
.d'idées.  Ainsi ,  non-seulenicnt  la  coiislrucùon 
d'une  table  de  logarilluncs,  mais  aussi  te  calcul 
des  tables  trigonoiitélriqiit'S,  sont  de  vciilables 
opérations  arithmétiques  d'un  genre  supérieur. 
On  peut  citer  encore  comme  étant  dans  le  même 
cas ,  quoique  dans  un  ordre  très-dîstinct  et  plus 
élevé,  tous  les  procédés  par  lesquels  on  détermine 
directement  la  valeur  d'une  fonction  quelconque 
pour  cbaqnc  système  particulier  de  valeurs  attri- 
buées aux  quantités  dont  elle  dépend ,  lorsqu'on 
ne  peut  point  parvenir  à  connaître  généralement 
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raleda  calcul  qui  porte  aujonrdliiii  spëcialement 
le  nom  de  théorie  des  nombres^  et  qui  est  encore 
<i  peu  aiwacée«  Cette  branche  ^  fort  ëtendue  par 
«natare,  mais  dont  Timportance  dans  le  système 
géoéral  de  la  science  n'est  jms  trés^-grande ,  a  pour 
objet  de  découvrir  les  propriétés  inhérentes  aux  ' 
différens  nombres  en  ^rertu  de  leurs  valeurs  et 
indépendamment  de  toute  numération  particu- 
lière* £Ue  constitue  donc  une  sorte  àiarithmé'- 
tique  transcendantes  i^tsi  i  elle  que  conviendrait 
effectivement  la  définition  proposée  par  Newton 
pour  Yaigèh^. 

Le  domaine  total  de  V arithmétique  est  donc , 
en  réalité ,  beaucoup  plus  étendu  qu'on  ne  le 
conçoit  ordinairement.  Mais^  néanmoins,  quel- 
que développement  l^itime  qu'on  puisse  lui  ac- 
corder j  il  demeure  certain  que  y  dans  Tensemble 
delamathématiqueabstraite,  le  calcul  des  valeurs 
ne  sera  jamais  qu'un  point  y  pour  ainsi  dire ,  en 
comparaison  du  calcul  des  fonctions ,  dans  le- 
quel la  science  consiste  essentiellement.  Cette  ap- 
préciation va  devenir  encore  plus  sensible  par  quel- 
ques considérations  qui  me  restent  à  indiquer  sur 
la  véritable  nature  des  questions  arithmétiques 
en  général ,  quand  on  les  examine  d'une  manière 
approfondie. 

En  cherchant  à  déterminer  avec  exactitude  en 
quoi  consistent  proprement  les  és^aluaiions  y  on 
reconnaît   aisément  qu'elles  ne  sont  pas  autre 
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cho»e  que  de  véritables  transjbrmaUons  des  fonc- 
tions à  évaluer,  transformatîojis  qui ,  malgi-é  leur 
but  spécial,  u'en  sont  pas  nioius  Oiseu (ici I émeut 
de  la  même  naliu-e  que  toutes  celles  ejiseignées 
par  l'analyse.  Sous  ce  point  do  vue,  le  calcul  des 
valeurs  pourrait  être  conçu  siniplenienl  eomme  ' 
un  appendice  et  une  application  parûculièi-e  du 
calcul  des  fonctions  j  de  telle  sorte  que  l'artit/i- 
niéticfue  disparaîtrait,  pour  ainsi  dire,  daos  reu- 
semblc  de  la  matliéniatiquc  abstraile,  couinie 
section  distincte-  l 

Pour  bien  comprendre  cette  conaidëration»  il  ' 
faut  observer  que ,  lorsque  l'on  propose  fTci'aluer 


.  • 


aeftf  on  i^pmfatt  en  ae  boivMiit  k  véféter  Vé* 
nonoë  même  de  la  question^  eteSt  erofti\à>iiëÉH* 
moiiia  mcit  évalué  la  somme»  de  fpk  atgoifie 
que ,  dans  oe  cas,  la  premié»  expression  de  Ja 
fonction  n'a  pasbesoin  d'élre  tixmsfenoée  ;  tandis 
^11  n'en  serait  jpoiut  ainsi  poiir  ajouter  vingl^ 
trois  et  quatorze.^  car  akM  la  somme  ne  serait 
pas  immédiatement  exprimée  d'une  manîètfe 
conforme  au  rang  qu'elle  occupe  dans  l'échelle 
fixent  générale  de  ia  numérétioa* 

£n  précisanti  autant  que  pmsiUey  la  consi*- 
dération  précédente ,  ou  peut  dire  (^évaluer  uh 
nombre  n'est  autre  chose  que  mettre  son  exptes- 
&ion  primitive  sous  la  forme 

s  étant  ordinairement  égal  à  10;  et  les  coefficiens 
a,  bf  c,  dy  etc.  étant  assujétis  &  ces  conditions 
d'être  nombres  entiers  moindres  que  C>  pou- 
vant devenir  nuls ,  mais  jamais  natifs.  Ainsi  1 
toute  question  arithmétique  est  susceptible  d'être 
posée  comme  consistant  à  luettre  sous  une  toUe 
forme  une  fonction  abstraite  quelconque  de  di- 
verses quantités  que  Ton  suppose  avoir  déjà  elles- 
mémes  une  forme  semblable*  On  pourrait  donc 
oe  voir  dans  les  dififérentes  opérations  de  l'arith- 
métique  que  de  simples  cas  particuliers  de  cer* 
taines  transformations  al§ébriques.,  sauf  les  diffi* 
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cultes  spÀ:iales  tenant  aux  conditions  relatives  h 

l'état  des  coefficiens. 

I)  résulte  clairement ,  de  ce  qai  précède,  (pie  la 
inatliématique  abstraite  se  compose  essentiel- 
JcmeDt  du  cabsul  des  Jonctions,  qaî  en  était  évi- 
demment déjà  la  partie  la  plus  importante,  la 
plus  étendue,  et  la  plus  difBcile.  Tel  sera  donc 
désormais  le  sujet  exclusif  de  nos  considérations 
analytiques.  Ainsi,  sans  m'arréter  davantage  au 
calcul  des  valeurs,  je  vais  passer  immédiatement 
à  l'csamcn  de  la  division  fondamentale  du  calcul 
des  Jonctions. 

Nous  avons  déterminé ,  au  commencement  de 
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TÎcot  dn  trop  petit  nombre  de  nos  âëmena  anar 
IjùpeSf  tout  aemblenit  ae  réduire  à  en  créer 
àd  noufg>ux#  Mais  ce  parti,  quelque  naturd  qu'il 
pmiaie^  est  téritaUement  illusoire  >  quand  on 
femmine  d'une  manière  approfondie.  Quoiqu'il 
iniise  certainement  être  utile»  il  est  aisé  de  se 
OQiifaincre  de  son  h 


En  effet»  la  création  d'une  vériiable  nouvelle 
fonction  abstraite  élémentaire  présente,  par  elle- 
même,  les  plus  grandes  difficultés.  Il  j  a  même , 
dans  une  telle  idée,  quelque  chose  qui  semble 
contradictoire.  Car  un  nouvel  élément  analyti- 
que ne  remplirait  pas  évidemment  les  condi- 
tions essentielles  qui  lui  sont  propres ,  si  on  ne 
pouvait  immédiatement  V évaluer  :  or^  d'un  autre 
cAté,  comment  évtJuer  une  nouvelle  fonction 
qui  serait  vi-aiment  simple^  c'est-^i-dire ,  qui  ne 
rentrerait  pas  dans  une  combinaison  de  celles 
d^à   connues?  Gela  paraît  presque  impossible. 
L'introduction,  dans  l'analyse ,  d'une  autre  fonc- 
tion abstraite  élémentaire,  ou  plutât  d'un  autre 
couple  de  fonctions  (  car  chacune  serait  toujours 
accompagnée  de  son  inverse  ),  suppose  donc  né- 
cessairement la  création  simultanée  d'une  nou- 
velle opération  arithmétique ,   ce  qui  est  certai- 
nement fort  difficile. 

Si  nous  cherchons  à  nous  faire  une  idée  des 
moyens  que  l'esprit  humain  pourrait  employer 
pour  inventer  de  nouveaux  élémens  analytiques» 
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par  l'eKamen  des  procédés  k  l'aide  desquels  il  a 
effectivement  conçu  ceux  que  nous  possédons, 
l'observation  nous  laisse  h  cet  ^ard  dans  udc 
entière  incertilude,  car  les  artifices  dont  il  s'est 
déjà  servi  pour  cela  sont  évidemment  épuisé». 
Afinde  nous  en  convaincre,  considéronsie  dernier 
couple  de  fonctions  simples  qui  ait  été  introduit 
dans  l'analyse,  et  i  la  foi-mation  duquel  nous 
avons  pour  ainsi  dire  assisté ,  savoir  le  quatrième 
couple,  car,  commejeraiexpliqué,  le  cinquième 
couple  ne  constitue  pas ,  à  proprement  parler  ,  de 
véritables  nouveaux  éle'mens  analytiques.  Ia 
fonction  a',  et,  par  suite,  son  inverse,  ont  été  for- 


nonveUet  foiicti«i6  alxitrakes  ëténeiitaires ,  rem- 
pliaflint-  oonteiuiUement  toales  les  conditioas 
D&sessÉires*  G%  n'estipas  à  dxFt,  nëanmoins ,  ^pie 
nous  ayons  atteint  aujourd'lmi  la  Ifaûte  edfeetâte 
posés  à  cet  égard  par  ies  bornes  de  notre  imeHi- 
gence*  D  est  méihe  certain  que  les  derniers  per- 
fectioDiiemens  spéciaux  de  TaBalyso  mathéoia- 
tique  cnt  contribué  à  étendre  nos  ressources  soas 
ce  rapport ,  en  introduisant  dans  le  domaine  du 
calcul  oertaines  int^;rales  définies,  qui,  à  qnd- 
qoes  égards,  tiennent  lien  de  nouvelles  fonctions 
simples,  quoiqu'elles  soient  loin  de  remplir  toutes 
les  conditions  convenables ,  ce  qui  m'a  empêché 
de  les  inscrire  au  tableau  des  vrais  clémens  analy- 
tiques* Mais,  tout  bien  considéré^  je  crois  qu'il 
demeure  incontestable  que  le  nombre  de  ces  élé- 
mens  ne  peut  s'accroUre  qu'avec  une  extrême 
lenteur.  Ainsi  ^  ce  ne  peut  être  dans  un  tel  pro- 
cédé que  l'esprit  humain  ait  puisé  ses  ressources 
les  plus  puissantes  pour  faciliter  autant  que 
possible  l'établissement  des  équations. 

Ce  premier  moyen  étant  écarté ,  il  n'en  reste 
évidemment  qu'un  seul  ;  cest ,  vu  l'impossibilité 
de  trouver  directement  les  équations  entre  les 
quantités  que  l'on  considère ,  d'en  chercher  de 
correspondantes  entre  d'autres  quantités  auxi- 
liaires, liées  aux  premières  suivant  une  certaine 
loi  déterminée  y  et  de  la  relation  desquelles  on 
remonte  ensuite  à  celle  des  grandeurs  primitives. 
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Telle  est,  en  effet,  la  coDceptioa,  éminemmeut 
f'écoiide,  que  l'écrit  humain  est  perrenu  à  fon- 
der, et  qui  constitue  «on  plus  admirable  ius- 
tnuncnt  pour  l'exploration  mathématique  des 
phénomènes  naturels,  Vanaljse  dite  transcea- 
daiite. 

En  thùsc  philosophique  générale ,  les  quantités 
auxiliaires  que  Ion  introduit,  au^ lien  des  gran- 
dcurs  primitives  ou  concurremment  avec  elles, 
pour  faciliter  l'établissement  des  équations, 
pourraient  dériver  suivant  une  loi  quelconque  des 
cléniens  immédiats  de  la  question,  Ainsi,  cette 
conception  a  beaucoup  plus  de  portée  que  ne  lui 
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^bee  des  quimtîliéi  primitiTCS  dans  l'aaafy»e  . 
tramtoendante ,  «mt  ce  qu'on  appelle  letélémeni 
ùtfiiu'meRt  petits ,  les  différenUelits  de  diven 
ordres  de  cesquantitidi,  si  l'on  conçiait  cette  axot- 
Ij«e  ^  U  manidre  de  LeïbniU  ;  ou  les  ftuaâmu  , 
lei  iimites  des  nipporU  des  accroissemeni  simd- 
Unésdes  quantité  primitives  compara  les  unes 
anx  antres,  ou,  {Jus  briéreoient,  les/»«»tii^/«c 
et  dernières  raisons  de  ocs  aocroissemens ,  «a 
adoptant  k  conception  de  Newton  ;  on  bien ,  en- 
fin, les  ^/râweiespropranent  dites  de  f»s  qoanti-  ' 
1»,'  c'est-i-dire ,  les  coefilciens  des  différeos 
termes  de  leurs  accroissemcns  respectifs ,  d'après 
la  conception  de  Lagrange.  Ces  trois  manières 
principales  d'envisager  notre  analyse  transcen- 
dante actuelle,  et  toutes  les  autres  moins  distincte- 
ment tranchées  <{ue  l'on  a  proposées  successive- 
ment,  sont,  par  leur  nature,  nécessairement 
identiques ,  soit  dans  le  calcul ,  soit  dans  l'af^li- 
calion,  ainsi  que  je  l'expliquerai  d'une  manière 
générale  dans  la  sixième  leçon.  Quant  à  leur  va- 
leur relalive,  nous  verrons  alors  que  la  conception 
de  Leibnits  a  jusqu'ici ,  dans  l'usage  ,  une  supé- 
riorité incontestable ,  mais  que  son  caractère  lo- 
gique est  éoiinemnicnt  vicieux  ;  tandis  que  la 
conception  de  I^igraoge,  admirable  pot-  sa  sim- 
plicité, par  sa  perfection  logique,  par  l'unité 
philosophique  qu'elle  a  établie  dans  l'ensemble  de' 
l'anidyse  mathématique ,  jusqu'alors  partagée  en 
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iildcs  presque  indépeadans ,  présente  en- 


core ,  dans  les  applications ,  de  graves  ineonvé- 
niens,  en  ralentissant  la  marchederintelligeiux!: 
la  concepliou  de  Newton  tient  à  peu  prés  le  mi- 
lieu sous  ces  diverS' rapports,  étant  moins  rapide, 
mais  plus  rationnelle  que  celle  de  Lcïbnitz,  moins 
p1ailosopbt(jue,  mais  plus  aj^licable  que  celle  de 
Lagraiige. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'expliquer  avec  exacti- 
tude comment  la  considération  de  ce  genre  de 
quantités  auxiliaires  introduites  dans  les  équations 
à  la  place  des  grandeurs  primitives  facilite  réelle- 
ment l'expression  analytique  des  lois  des  phé- 
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mobiiian  proprement  dite  de  ces  équaticmay  qui 
eit  Fobjet  de  l'analyBe  ordinaire.  HUis ,  quoiqv^il 
imperte  ëminemment  de  concevoir  ainsi  le  Tért^ 
(aUe  enchaînement  de  ces  deux  analyse»,  il  niVm 
«si  pas  moins  conTenable,  confonnëment  à  Fnoi^ 
cMSIanf  y  de  n*ëtndier  l'analyse  transcendante 
fa'sprès  Tanalyas  ordinaire  ;  car ,  si ,  an  fond , 
elle  en  est  par  elle-mâme  logiquement  indépen- 
dante,  ou  que ,  du  moins,  il  soft  possible  aujeur-» 
dliut  de  l'en  di%ager  casentielkment.,  il  est  daiv 
que  son  emploi  dans  la  solution  des  questions 
ayant  toujours  plus  ou  moins  besoin  d'être  conn 
piété  par  celui  de  l'analyse  ordinaire ,  on  serait 
contraint  de  laisser  les  questions  en  suspens,  si 
celle-ci  n'avait  été  étudiée  préalablement. 

En  résultat  de  ce  qui  précède,  le  calcul  des 
fonctions ,  ou  Y  algèbre ,  en  prenant  ce  mot  dans 
sa  plus  grande  extension ,  se  compose  de  deux 
branches  fondamentales  distinctes,  dont  l'une  à 
pour  objet  immédiat  k  résolution  des  équations, 
braque  celles-ci  sont  immédiatement  établies 
entre  les  grandeurs  mêmes  que  Ton  considère  ;  et 
dont  l'autre,  partant  d'équations,  beaucoup  plus 
aisées  à  former  en  général,  entre  desquantilés  mdà^ 
rectement  liées  à  celles  du  problème,  a  pour  desti- 
nation propre  et  constante  d'en  déduire^  par  des 
procédés  analytiques  invariables,  les  équations  cor- 
respondantes entre  les  grandeurs  directes  quel  on 
considère ,  ce  qui  fait  rentrer  la  question  dans  le 
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domaine  du  calcul  précédent.  Le  |trcinier  calcul 
porte ,  le  plus  souvent ,  le  nom  dî analyse  ordi- 
naire ,  ou  d'algèhre  proprcmeot  dite  ;  le  secoud 
constitue  ce  qu'on  appelle  Vantdjrse  transcen- 
dante ,  qui  a  été  désignée  par  les  diverses  déno> 
minutions  de  calad  infinitésimal,  calcul  des 
Jîujcions  et  des  Jluentes,  calcul  des  évanouis- 
sans .  Ole. ,  selon  le  point  de  vue  soua  lequel  on 
l'a  conçue.  Pour  écarter  toute  considération 
éli'an;jèi'c ,  je  proposerai  de  la  nommer  calcul 
des  fonctions  indirectes ,  eu  donnant  à  l'analyse 
ordinaire  le  titre  de  ca/cu/</e^^nclt'on«  directes. 
Ces  espresaions ,  que  je  forme  essentiellement  en 
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5MnuiVJlomiJéi»tîoa»  gfatolw  wt  la  okal  da  fM^ioai 


D'après  rexplication  gëaérale  qui  levmine  la 
leçon  précédente,  le  calcul  des  Jonctions  directes, 
ou  Yalgèbre  proprement  dite,  suffit  entièrement 
à  ta  solatioQ  des  questions  matUématiques,  quand 
elles  sont  asseï  simples  pour  qu'on  puisse  former 
immédiatement  les  équations  entre  les  grandeurs 
mêmes. que  l'on  considère j- sans  qu'il  soit  néces- 
saire d'introduire  i^  leur  place  ou  conjointement 
avec  elles  aucun  système  de  quantités  auiiliaires 
dérivées  des  premières.  A  la  vérité,  dans  te  plus 
grand  nombre  des  cas  importans ,  son  emploi  a 
besoin  d'être  précédé  et  préparc  par  celui  du 
calciU  des  Jonctions  indirectes  f  dcstiaé  à  faciliter 
l'établissement  des  équations.  Mais  quoique  le 
rôle  de  l'algèbre  oe  soit  alors  que  secondaire ,  elle 
n'en  a  pas  moins  toujours  une  part  nécessaire 
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dans  la  solution  complète  de  la  question ,  en  sorte 
que  le  calcul  des  Jonctions  directes  doit  conti- 
nuer à  élre,  par  sa  nature,  la  base  fondamentale 
do  toute  l'afialjsc  malhëmatique.  Nous  devons 
donc.  av<int  d'aller  plus  loin,  considérer,  d'une 
niauièrc  générale,  la  composition  rationnelle  de 
ce  calcul  ',  et  le  dt^ré  de  développement  auquel  il 
est  parvenu  aujourd'hui. 

L'oltjct  définitifde  ce  calcul  étant  \arésolution 
proprement  dite  dfâ  équations,  c'est-i-dire,  la 
découverte  du  mode  de  formation  des  quantités 
inconnues  par  les  quantités  connues  d'après  les 
liqtiatioHS   qui  existent  entre  elles;  il  présente 


lUTHÉKATniUU.  tgg 

adon  qu'elles  ne  contiennent  qne  des  fonctions 
des  trou  jxemien  ooaples  (.voj:  le  taUean, 
4'<  leçon*  pagC'173),  oa  qu'elles  renferment 
anssi  de*  fonctions,  aoit  exponentielles,  soit 
circnlaires.  Les  dàaominstions  de  fonctions  al- 
gébriques et  fonctions  transcendantes ,  dim- 
aée»  oommunëoient  i.  ces  deux  groupes  pria- 
cipsux  d'âémens  analytiques,  sont,  sans  doute, 
fort  peu  convenables,  SUis  la  division  imiver- 
sdlement  ëtaUie  entre  les  équations  «orrespon- 
dinteSt  n'en  est  pas  moins  très-réelle,  en  ce  sens 
qœ  la  résolution  des  équations  contenant  les  fonc- 
tions dites  li-anscendantes ,  présente  nécessaire- 
ment plus  de  difficultés  que  celles  des  équations 
dites  aigébritfues.  Aussi  l'élude  des  premières 
est-elle  jusqu'ici  excessivemeut  imparfaite,  à  tel 
point  que  souvent  la  résolution  des  plus  simples 
d'entreelles,  nous  est  encore  inconnue  (i);  c'est 
sur  l'élaboration  des  secondes  que  portent  prcs- 
qu'exclusivement  nos  méthodes  analytiques.    . 

Ne  considérant  mifintenant  que  ces  équations 
aigébriqiies,  il  faut  observer  d'abord  que ,  quoi- 
qu'elles puissent  souvent  contenir  des  fonctions 
irrationnelles  des  inconnues  aussi  bien  que  àes 

(i^QucIqae  «mplc  que  puine  paraître,  par  exemple,  IV'fliialion 

on  ne  nit  poinl  encore  b  réioudn;  ce  <]ui  peut  donner<inn  idi'e 
■le  TnlrCme  impcrfealîon  Je  ccUc  parik  de  l'ilRcbru. 


fonctions  ratiomulkiî  on  peut  hwjoun,  par  des 
transformatioiu  plu*  ou  ssoiiM  fiunlei,  frire  ra»^ 
trer  le  jvemier  àa  duu  le  lecoiidi  en  «orte  qw 
c'est  de  ce  dernier  ipie  lu  analjiUt  ont  dû  a'oo- 
cuper  uniquement',  pour  ràoudre  toutes  Ici 
équations  algé^ri^tier- 

Dans  l'enfance  de  l'algèbre,  ce*  équations 
avaient  é\é  classa  d'aprà  le  nombre  de  leurs 
termes.  Mais  cette  classification  était  éridemment 
vicieuse  ;  comme  s^wrant  des  cas  rMteoient  aenv- 
blabics ,  et  en  réunissant  d'autres  qui  n'mimt 
rien  de  commun  qu'un  caractère  sans  anatuw  im- 
portance vëriiaUe  (i).  Elle  n'a  été  maintenue  que 
r  It's  équations  i  deux  termes,   suitceptibles . 
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pour  toutes  les  équations  que  Ion  fait  résoudre. 
Afais  on  peut  s'en  rendre  compte  d'une  manière 
générale»  indépendamment  du  fait  de  la  résolu- 
tion* 11  suffit,  pour  cela,  de  considérer  que  l'é- 
cjuation  la  plus  générale  de  chaque  degré  comprend 
nécessairement  toutes  celles  des  divers  degrés  in- 
férieurs^ en  sorte  qu'il  en  doit  être  ainsi  de  la 
formule  qui  détermine  l'inconnue.  En  consé- 
quence, quelque  faible  qu'on  pût  supposer  à 
priori  \sL  difficulté,  propre  au  degré  que  l'on  con- 
sidère, comme  elle  se  complique  inévitablementi 
dans  l'exécution  9  de  celles  que  présentent  tous 
les  degrés  précédens ,  la  résolution  offre  donc 
réellement  plus  d'obstacles  à  mesure  que  le  degré 
de  l'équation  s'élève. 

Cet  accroissement  de  difficulté  est  tel ,  que 
jusqu^ici  la  résolution  des  équations  algébriques 
ne  nous  est  connue  que  dans  les  quatre  premiers 
d^és  seulement.  A  cet  égard ,  l'algèbre  n'a  pas 
fait  de  progrès  considérables  depuis  les  travaux 
de  Descartes ,  et  des  analystes  italiens  dusei/jème 
siècle,  quoique,  dans  les  deux  derniers  siècles,  il 
n'ait  peut-être  pas  existé  un  seul  géomètre  qui  ne 
se  soit  occupé  de  pousser  plus  avant  la  résolution 
des  équations.  L'équation  générale  du  cinquième 
degré  elle-même ,  a  jusqu'ici  résisté  à  toutes  les 
tentatives. 

La  complication  toujours  croissante  que  doivent 
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nécessairement  prësenter  les  formnlcf  pour  ré- 
soudre les  équations  h  tnecare  que  le  degré  aug- 
mente j  l'eitr&ne  embarras  qu'occuiooe  '  déjk 
l'usage  de  la  fbrmnle  du  quatrième  degré ,  et  qui 
le  rend  presqu'iuapplicahle ,  ont  déterminé  les 
analystes  à  renoncer,  par  un  accord  tacite  ^  à 
poursuivre  de  semUables  récherdies,  quoiqulls 
soient  loin  de  regarder  comme  impossible  d'obte- 
nir jamais  la  résolution  des  équations  du  cin- 
quième degré,  et  de  plusieurs  autres  degrés  su- 
périeurs. La  seule  question  de  ce  genre  i  qui 
oSrirait  vraiment  une  grande  imporUDce ,  du 
inoiiis   snus  le  rDppnrt  lo^^igiir' .  ce  serait  la  rcso- 
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m — 3,elc,  de  tdle  manière  que ,  s'il  était  po»- 
«ble  de  la  clécoaTrir,  elle  offrirait  presque  tou- 
jours une  trop  grande  compIicatioD  pour  pouvoir 
4trentîlement  employée,  à  moins  qu'on  ne  par- 
^t  &  la  simplifier,  en  lui  cbnserrant  cependant 
toute  la  g&iéralité  convenable ,  par  l'introdu6> 
lion  d'un  nouveau  genre  d'élémens  analytiques, 
dont  nous  n'avons  encore  aucune  id^.  H  y  a 
donc  lieu  de  croire  que,  sans  avoir  déjà  atteint 
sont  ce  rapport  les  bornes  imposées  par  la  faible 
portée  de  notre  intelligence,  nous-ne  tarderions 
pas  à  les  rencontrer  en  prolongeant  avec  une  ac- 
tivité forte,  et  soutenue  cette  sërie  de  recberches. 
Il  importe  d'ailleurs  d'observer  que,  même  en 
sui^msant  obtenue  la  resolution  des  équations 
algébriques  d'un  degré  quelconque  ,  on  n'aurait 
encore  traité  qu'une  très-petite  partie  de  Valgèbi-e 
proprement  dite,  c'est-à-dire,  du  calcul  des  fonc- 
tions directes ,  embrassant  la  résolution  de  toutes 
les  équations  que  peuvent,  former  les  fontiions 
analytiques 'au jonrd'bui  connues.  Enfin,  pour 
acbever  d'édaircir  la  considération  philosophique 
de  ce  sujet,  il  faut  reconnaître  que ^  par  une  loi 
irrécusable  de  la  nature  humaine ,  nos  moyens 
pour  concevoir  de  nouvelles  questions  étant  beau- 
coup plus  puissans  que  nos  ressources  pour  les 
résoudre,  on,  en  d'autres  termes,  l'esprit  humain 
étant  bien  plus  apte  i  imaginer  qu'à  raisonner  , 
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nous  resterons  □é<:ess3ireiu<;uttoujoursaU'dcs80US 
(le  la  difficiJle,  à  quelque  d<^ré  de  dëvdoppe- 
mcntqiie  parvieuaent  jamais  nos  travaux  iotellcc- 
lucls.  Ainsi ,  quand  même  on  découvrirait  un 
|oui-  la  résolutiou  complète  de  toutes  les  équa- 
tions analytiques  actuellement  connues ,  ce qut  , 
à  l'examen  ,  doit  être  jugé  tont-à-fait chimérique, 
il  n'est  pas  douteux  qu'avant  d'atleindreà  ce  but , 
et  probablement  méiuc  comme  moyen  subsidiaire, 
nnauraildcjàsurmontëla  difficulté  bien  moindre, 
quoique  très-grande  cependant ,  de  concevoir  de 
nouveaux  élcmens  analytiques ,  dont  l'introduc- 
tion donnerait  lien  à  des  classes  d'équations  que 
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|)M  noiiu  parvenus^  traiur,  d'une muiière  vni- 
■noit  admirable  »  un  trét-graod  nombre  de  ques- 
tioni  importantes ,  comme  nom  Je  recomuJtrqna 
sncceuiTement  dans  la  «uite  de  ce  volume.  Les 
perfectionnemens  g^ëraux  introduits  depuis  un 
siècle  dans  le  système  total  de  l'analyse  malhié- 
matiqoe  ont  eu  pour  caractère  principal  d'utiliser 
à  on  degré  immense  ce  peu  de  connaissantxs  ae- 
qnises  sur  le  calcul  des  fonctions  directes,  su  lies 
de  tendre  à  les  augmenter.  Ce  résultat  a  été  ob- 
tenu i  un  tel  point ,  que  le  plus  souvent  ce  calcul 
n'a  de  râle  effectif  dans  la  solution  complète  des 
diverses  questions  que  par  ses  parties  les  plus 
simples,  celles  qui  se  rapportent  aux  équations 
des  deux  premiers  degrés,  à  une  seule  ou  k  plu- 
sieurs variables. 

L'extrême  imperfection  de  l'algt^bre ,  relative- 
ment &  la  résolution  des  équations,  a  déterminé  les 
analystes  &  s'occuperd'une nouvelle classede  ques- 
tions ,  dont  il  importe  de  marquer  ici  le  véritable 
caractère.  Quand  ils  ont  cru  devoir  renoncer  k 
poursuivre  pluslong-temps  la  résolution  des  équa- 
tions algébriques  de^  degrés  supérieurs  au  qua- 
trième t  ils  se  sont  occupés  de  suf^léer,  autant 
que  possible ,  à  cette  immense  lacune ,  par  ce 
qu'ils  ont  nommé  la  résoluUon  nitmérù/ue  des 
équations.  Ne  pouvant  obtenir  ,  dans  la  plupart 
des  cas,  lajbmiule  qui  exprime  qu'elle  fonction  ex- 
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pliciterincoimueert  dacdonnée*^  on^chercM^ 
à  défaut  de  cette  Fésolnlion,  la  «eule  réeUemeàt' 
algéh-ique,  à  déterminer,  du  moins,  ind^wn- 
dainment  de  cette  formule ,  la  valeur  de  chaque 
inconnue  pour  tel  on  tel  aytlème  désigné  de  valeuTB 
particulîèrcfl  attribuées  aux  doiutées.  Par  les  tra- 
vaux  successifs  des  analystes ,  cette  opération  in- 
complète et  bâtarde ,  qui  présente  un  mélange 
intime  des  questions  vraiment  algébriques  avec, 
des  questions  |iurement  arithmétiques ,  a  pu  ,  du 
moins  ,  être  entièrement  effectuée  dans  tous  les 
cas,  pour  des  équations  d'un  degré  et  même 
d'une  forme  quelconques.  Sous  ce  rapport,  les 
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Un  da  CM  frtscédéi ,  que  les  analystes  regardent 
avec  raûon  comme  une  algèbre  fort  imparfaite. 
£n  effet  ^  il  s'en  faat  de  beaucoup  que  nous  poû- 
dons  toujours  réduire  nos  questions  mathëma- 
tiqoea  à  ne  dépendre ,  en  dernière  analyse ,  que 
de  la  résolution  numérique  des  équations.  Cela 
ne  se  peut  que  pour  les  questions  tout-^-fait  iso* 
lées,'.ou  vraiment  finales  ,  c'est-à-dire i  pour  |e 
plut  petit  nombre.  La  plupart  des  questions  ne 
août,  CD  effet,  que  préparatoires,  et  destinées  à 
•ernr:de  préliminaire  indispensable  i  la  solution 
d'autres  questions.  Or  ,  pour  un  tel  but ,  il  est 
évident  que  ce  n'est  pas  la  i^a/eur  effective  de  l'in- 
oonnue  qu'il  importe  de  découvrir ,  mais  la  Jor- 
mule  qui  montre  comment  elle  dérive  des  autres 
qnaotités  considérées.  C'est  ce  qui  arrive ,  par 
exemple,  dans  un  cas  trés^tendu ,  toutes  les  fois 
qu'une  question  déterminée  renferme  simultané- 
ment plusieurs  inconnues.  11  s'agit  alors,  comme 
on  sait ,  d'en  faire ,  avant  tout ,  la  séparation.  Eln 
employant  convenablement ,  à  cet  effet ,  le  pro- 
cédé simple  et  général  heureusement  imaginé  par 
les  analystes ,  et  qui  consiste  à  rapporter  l'une  des 
inconnues  à  toutes  les  autres,  la  difficulté  dispa- 
raîtrait constamment ,  si  l'on  savait  toujours  ré- 
soudre algébriquement  les  équations  considérées, 
sans  que  la  résolution  numérique  puisse£tre  alors 
d'aucune  utilité.  C'est  uniquement  faulc  de  con- 
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uaîtrc  la  résolatioB  algAn^ue  dei  équiâoa»  à 
une  seule  tnconniie ,  .^'oa  ett  oUi^é  de  triitar 
Véliminatioa  comme  une  qnealion  distincte ,  qui 
forme  une  dn  plus  grandes  diERcollës  q)^ciales 
de  l'algàbre  ordinaire.  Quelque  pënifales  que 
soient  les  mÀhodes  k  l'aide  detqaelles  on  tur- 
motite  celte  difBcullë,  elles  ne  sont  pumâme 
applicables  d'une  niaoière  eotiërement  grinëntle» 
à  l'âimination  d'une  inconnue  entre  deux  éifOM.- 
tious  de  forme  quelconque. 

Dans  les  questions  les  plus  simplet,  et  lor»' 

qu'on  n'a  véritablement  à  ràoudre  qu'une  seule 

lation  i  une  seule  inconnue ,  cette  résolutlo 
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col  dM  fenctioiu  directes ,  eavisagé  dans  son  eut 
MttaiA ,  se  divise  donc  jutarellement  en  deux 
I  ibrt  distinctes ,  suivant  qu'on  traite  de  la 
ilution  a^ébrique  des  ^uations  ou  de  leur 
résolutifm  numérique.  Îa  première  'partie ,  la 
aeole  vraiment  satisfaisante,  est  malheureose- 
oWDt  fort  peu  étendue,  et  restera  vraisembla- 
bksaent  toujours  très  -  bomëe  ;  la  seconde ,  le 
plus  aoovent  insuffisante ,  a  du  moins  l'avantage 
d'une  gininiité  beaucoup  plus  grande.  La  né- 
cessité de  distinguer  nettement  ces  deux  par- 
ties est  évidente ,  à  cause  du  but  essentielle- 
Rient  différent  qu'on  se  propose  dans  chacune , 
et  par  suite ,  du  point  de  vue  propre  sous  lequel 
on  j  considère  les  quantités.  De  plus ,  si  on  les 
envisage  relativement  aux  diverses  méthodes  dont 
chacune  est  composée,  on  tronve  dans  leur  dis- 
tribution  rationnelle  une  marche  toute  différente. 
En  effet ,  la  première  partie  doit  se  diviser  d'a- 
près la  nature  des  équations  que  l'on  sait  résou- 
dre, et  indépendamment  de  toute  considération 
rdative  aux  valeurs  des  inconnues.  Dans  la  se- 
conde partie,  au  contraire,  ce  n'est  pas  suivant 
les  degrés  des  équations  que  les  procédés  se  dis- 
tinguent naturellement,  puisqu'ils  sont  applica- 
Ues  k  des  équations  d'un  d(^ré  quelconque  ;  c'est 
*elon  l'espèce  numérique  des  valeurs  des  incon- 
nues. Car.  pour  calculer  directement  ces  nombres 
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sans  les  déduire  des  {mrmalei  tpû  en  feraient  ood- 
naîtrc  les  ezprewonSf  le  moyen  ne  siiinif  évi' 
demment  être  le  m^me,  quand  les  no/ahm  ne 
sont  susceptibles  d'être  ëraloés  que  par  une  suite 
d'approximations  toujours  incomplite,  que  lors- 
qu'on peut  les  obtenir  exactement.  Celte  distinc- 
tion si  importante!  dans  la  lësolulion  numérique 
des  ^uàtions ,  des  racines  inoommensurables , 
et  des  racines  commensurables ,  qui  exigent  des 
principes  tout-à-fait  difTiérens  pour  leur  dëtermi- 
oation ,  est  entièrement  insignifiante  dans  la  réso- 
lution algébrique ,  où  la  nature  rationnelle  on  ir- 
rationnelle des  nombres  obtenus  est  un  ûmple 
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Ce»  deax  parties»  qui  constituent  l'objet  im- 
médiat  du  calcul  des  fooctions  directes ,  sont  do- 
minées par  une  troisième  purement  spécutative , 
à  laquelle  l'une  et  l'autre  empninlcnt  leurs  res- 
sources les  plus  puissantes,  et  qui  a  été  trés-cxBC- 
tement  désignée  par  le  nom  général  de  théorie 
des  équations,  quoique  cependant  elle  ne  porte 
encore  que  sur  les  équations  dites  algébrique». 
La  résolution  numérique  des  équations,  à  cause 
de  sa  généralité,  exige  spécialement  cette  base 
rationnelle. 

Cette  dernière  branche  si  importante  de  Tal- 
gèbrc  se  divise  naturellement  en  deux  ordres  de 
questions,  d'abord  celtes  qui  se  rapportent  à  la 
composition  des  équations,  et  ensuite  c'elles  qui 
concernent  leur  transformation  ;  ces  dernières 
ayant  pour  objet  de  modiiier  les  mcines  d'une 
équation  sans  les  connaître ,  suivant  une  loi  quel- 
conque donnée,  pourvu  que  cette  loi  soit  uni- 
forme relativement  à  toutes  ces  racines  (i). 


(0  JecrniidcvoiV,  au  lujct  de  b  ihéorii  d«  ('(|u.-i[Î(mu,  tigna- 
Wki  une  lacune  de  quelque  importance.  Le  prinrïpe  fondamen- 
t»l  lur  lequel  elle  rcpo»e ,  et  qui  est  »  frL-quemmenl  appliqud 
Jani  toute  Tanalfie  mathématique  ,  la  di'compoittion  des  ianc- 
tioti)  itgébrique) ,  Tatiunncllcs.  et  entières ,  d'un  degré  quel- 
conque ,  ea  lacteurs  du  premier  dcgrt,  n'est  iamaii  cmplojil 
qne  pour  Ici  fonctions  d'une  seule  rariabte  ,  sans  que  personne 
3it  CDmine  û  on  doit  IViendrc  aui  fonrlioits  de  plusieurs  va- 
râUct,  ce  que  m'anmoins  (i:i  iic  devrait  pai  laissor  iiireitaiii. 


Pour  compléter  cette  r^ide  rfautnération  gé- 
nérale (les  diverseï  putin  essentielles  da  caleal 
des  fonctions  directes ,  jt  doïi  enfin  raentionner 
ezjM-easément  une  des  théories  les  plus  fécondas 
et  les  plus  importantes  'de  l'algèbre  propremait 


Quant  aux  fouclîoni  de  ima  oa  de  troit  *amblet , 
ratioiu  E<!omctrîqaa  <lfcid«nl  cbiremcnl,  quoî^e  ^m  ma- 
Dière  indirecte ,  que  Imr  d^campoHtîon  en  beUmn  mI  «rdi- 
naircniEiit  imponiUe;  or  il  en  rûaltenil  qn«  '""i^*  cImm 
correipoadante  d'^qualioni  ne  pourrait  reprdtenler  une  lî|pe 
un  une  surface  tuigrnais,  el  que  nii  lieu  gtenAiîqae  rentre- 
rail  louJDiii'i  dam  le  ijitine  de  ceui  «pparteunt  àdM  éqiatÎDM 
de  degré  inférieur ,  de  t^Jle  *orte  que ,  de  praene  en  proc^ , 
taule  ci]ualion  ne  produirait  iainûi  que  dei  lignei  dmitci  on  dci 
plans.  Mftis ,  préci*<Benl  h  cauM  im  cette  interpr^taltoa  coa- 
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dite  9  odle  relative  à  la  transformation  des  fonc- 
tions en  séries  à  laide  de  ce  qu'on  appelle  la  mé- 
thode des  coefficiens  indéterminés.  Cette  méthode, 
si  éminemment  analytique ,  et  qui  doit  être  re- 
gardée comme  une  des  découvertes  les  plus  re- 


rempHront  les  conditions  plus  ou  moins  nombreuses ,  mais  con- 
ttamment  détennin<fes ,  qu'exige  1«i  disparition  des  radicnux.  Le 
même  nÎMMiDement  s^appliquerait  évidemment,  à  bien  plus  forte 
raison ,  aux  fonctions  de  trois  ,  quatre ,  etc.  variables. 

a^  Une  autre  démonstration ,  de  nature  très-difTerentc  ,  se 
tire  de  la  mesure  du  degrc  de  gcricralitc  des  fonctions  à  plusieurs 
variables  ,  lequel  sVstimepar  le  nombre  de  constantes  arbitraires 
entrant  dans  leur  expression  Li  plus  complète  v.t  la  plus  simple.  Je 
me  bornerai  ii  Tindiquor  pour  les  fonctions  de  deux  variables  ;  il 
serait  aisé  de  l'étendre  à  celles  qui  en  contiennent  davantage. 

On  sait  que  le  nombre  de  constantes  arbitrai ri^s  contenues  dans 
la  formule  générale  d'une  fonction  du  degré  m  à  deux  variables 
est  wi  (  >?i  ^-  3  ).  Or ,  si  une  telle  fonrlion  pouvait  seulement  se 

<l<rcomposer  en  deux  facteurs  ,  Tun  du  degré  n  ,  et  l'autre  du  de- 
gré m — n  ,  le  produit  renfermerait  un  nombre  de  constantes 
•^traires  égal  à 

«  ( /*  +  '•  )  —  ',  m  —n  )  ■  //i  —//  +  '»  ' . 
•i  Ji  ~ 

y*t  nombre  étant,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  inférieur  au 
P^^édenl  de  n  (  m — n)  .  il  en  résulte  qu'un  tel  prodiiit ,  ayant 
nioiQs  de  généralité  que  la  fonction  primitive  ,  ne  peut  la  repré- 
^nter  constamment.  On  voit  même  qu'une  telle  comparaison 
figerait  fi  (m— ra  )  relations  spéciales  entre  les  coefficiens  de 
^cHe  fonction*  qu'on  trouverait  aisément  en  développant  l'identité. 
Ctc  nouveau  genre  de  démonstration  ,  fondé  sur  une  considé- 
lotion  Ordinairement  négligée,  poun-ait  probablement  être  cm- 
ployp  avec  avantage  dans  plusieurs  autres  ciixonstanrr.s. 

TOME    1 .  1  *) 
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inarquablcs  de  Dcscarlâs ,  a  sans  doute  perdu  de 
Non  impurlance  depuis  l'inventioa  et  le  dévdopr 
|icritL'iit  du  calcul  infini lësi mal ,  dont  elle  pouvait 
tenir  lieu  si  heureusement  sous  quelques  rap- 
ports particuliers.  Mais  l'cxlcuriion  croissautcde 
raitiitv.sL-  transcendaute ,  quoique  ayant  rendu 
celte  tiielliodc  bien  moins  nëce&saii'C ,  en  a ,  d'un 
autre  côte,  multiplié  les  applications  et  agrandi 
les  resitoiirccs  ;  eu  sorte  que  par  l'utile  combï- 
imison  qr.i  s'est  finalement  opérée  entre  les  deux 
litcories,  l'usage  delà  uiothodc  des  coefficient  in - 
déleniiinés  est  devenu  aujourd'hui  ]>caucoup 
plus  étendu  qu'il  ne  l'était  mémo  avant  la  forma- 
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aiial)  tiques.  En  les  couçevant  ainsi  ^  il  est  aise  de 
reconnaître  j  en  thèse  générale ,    que  l'esprit  de 
l'analyse  mathématique  consistant  à  considérer 
les  grandeurs  sous  le  seul  point  de  vue  de  leurs 
relations  y  et  indépendamment  de  toute  idée  de 
valeur  déterminée,  il  en  résulte  nécessairement 
pour  les  analystes   l'obligation   constante   dad- 
mettrc  indifféremment  toutes  les  sortes  d'expres- 
sions quelconques  que  pourront  engendrer    les 
combinaisons  algchriques.  S'ils  voulaient  s  en  in- 
terdire une  seule,  à  raison  de  sa  singularité  appa- 
rente,  comme  elle  est  toujours  susceptible  de  se 
présenter  d'après  certaines  suppositions  particu- 
lières sur  les  valeurs  des  quantités  considérées  • 
ils  seraient  contraints  d'altérer  la  généralité  de 
leurs  conceptions 9  et  en  introduisant  ainsi,  dans 
chaque  raisonnement ,  une  suite  de  distinctions 
vraiment  étrangères,  ils  feraient  perdre  à  l'analyse 
mathématique ,  son  principal  avantage   caracté- 
ristique ,  la  simplicité  et   l'uniformité  des  idées 
({u'elle   combine.  L'embarras  que  l'intelligence 
éprouve  ordinairement  au  sujet  de  ces  expressions 
singulières,  me  paraît  provenir  essentiellement  de 
la  confusion  vicieuse   qu'elle   fait  à  son  insçu 
entre  l'idée  de  fonction  et  l'idée  de  valeur  y  ou  , 
<%  qui  revient  au  même ,  entre  le  point  de  vue 
^ébrique ,  et  le  point  de  vue  arithmétique.  Si 
'a  nature  de  cet  ouvrage   me  permettait  de  pré- 

ID. 
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seiiter  h  ccl  égard  les  développemois  suffisaas,  il 
itic  serait,  je  crois,  facile,  par  un  usage  coave- 
iiabk*  des  considërationii  indiqures  dans  cette 
loron  ft  daus  les  deux  précédentes ,  de  dissiper 
les  nu.i^ps  dont  une  fausse  manière  de  voir  en- 
toure hnhituellementcns  diverses  notions.  T^e  ré- 
sultat de  cet  examen  démonirerait  empressement 
qur  riiiiiilyii<!  matliéntatitjuc  est ,  par  sa  nature, 
beaucoup  plus  claire,  sous  les  difTcrens  rapports 
dtnil  je  viens  de  parler,  que  ne  le  croient  commu- 
nément les  ••éomètrcs  cux-mémrs ,  «;nrés  par  les 
oLjcflious  vicieuses  des  mctaplirsicinis. 
Relativement  aux  quantités  iK'gativFs.  i 
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formules  plus  étendues ,  ce  mÀ^anisme  de  calcul 
ne  peut  réellement  donner  lieu  à  aucune  diffi- 
culté sérieuse.  Ainsi^  on  peut  envisager  la  théorie 
abstraite  des  quantités  n^atives  comme  ne  lais- 
sant rien  d'essentiel  à  désirer  :  elle  ne  présente 
vraiment  d'obstacles  que  ceux  qu'on  y  introduit 
mal  à  propos  par  des  considérations  sophistiques» 
Hais ,  il  n'en  est  nullement  de  même  pour  leur 
théorie  concrète- 
Sous  ce  point  de  vue,  elle  consiste  essentielle- 
ment dans  cette  admirable  propriété  des  signes 
-h  et  —  Je  représenter  analy tiquement  les  oppo- 
sitions de  sens  dont  sont  susceptibles  certaines 
{grandeurs.  Ce  théorème  général  sur  les  relations 
du  concret  à  Tasblrait  eu  mathématique,  est  une  des 
plus  belles  découvertes  que  nous  devions  au  génie 
de  Descartes,  qui  l'a  obtenue  comme  un  simple 
résultat  de  l'observation  philosophique  convena- 
blement dirigée.  Un  grand  nombre  de  géomètres 
ont  tenté  depuis  d'en  établir  directement  la  dé 
monstration  générale*  Mais  jusqu'ici  leurs  efforts 
ont  été  illusoires,  soii  qu'ils  aient  essayé  de 
trancher  la  difficulté  })ar  de  vaines  considéra- 
tions métaphysiques,  ou  par  des  comparaisons 
très-hasardées ,  soit  qu'ils  aient  pris  de  simples 
vérifications  dans  quelque  cas  particulier  plus 
oumoins borné  pour  de  véritables  démonstrations. 
Ces  diverses  tentatives  vicieuses,  et  le  mélange 
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htitéroj-ène  du  point  de  vue  abstrait  avec  le  poiut 
(le  vue  concret ,  ont  même  introduit  communé- 
ment à  cet  é^tà  une  telle  confusion  ,  qu'il  de- 
vient nécessaire  d'ënoncer  ici  distinclemcat  le 
tait  gênerai  ,  soit  qu'on  veuille  se  contenter 
d'en  laiiT  usage,  soit  qu'on  se  propose  de  l'cxpli- 
(|ucr.  Il  consiste  ,  indépendamment  de  toute 
fxjilicalinn.  en  ce  que  ■■  si  dans  une  équttion 
([uel-conque  exprimant  la  relation  de  certaines 
quantités  susceptibles  d'opposition  de  sens,  une 
ou  plusieurs  de  ces  quantités  viennent  i  être 
couiplees  dans  un  sens  contraire  à  celui  qu'elles 
afTcctaicnt  quand  l'équation  a* été  primitivement 
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siAiDUt  aases  variées  pour  qa'il  ne  puisse  rester 
dans  aucun  esprit  juste  le  moindre  doute  sur 
l'esEactitude  et  lagdnéralitë  de  cette  propriété 
essentielle  ,  mais  qui ,  sous  le  rapport  philosophi- 
qae ,  ne  diqiensent  nullement  de  chercher  une 
explication  aussi  importante  •  L'extrême  étendue 
du  théorème  doit  faire  comprendre  à  la  fois  et 
la  difficulté  capitale  de  cette  recherche  si  souvent 
reprise  infructueusement ,  et  la  haute  utilité  dont 
serait  sans  doute ,  pour  le  perfectionnement  de  la 
science  mathématique,  la  conception  générale  de 
cette  grande  vérité ,  Tesprit  ne  pouvant  évidem- 
moit  s'y  élever  qu'en  se  plaçant  à  un  point  de 
vue  d'où  il  découvrirait  inévitablement  de  nou- 
veUes  idées ,  par  la  considération  directe  et  ap- 
profondie de  la  relation  du  concret  à  l'abstrait. 
Quoi  qu'il  en  soit ,  l'imperfection  que  présente 
encore  la  science  sous  ce  rapport  y  n'a  point  em- 
pêché les  géomètres  de  faire  l'usage  le  plus  étendu 
et  le  plus  important  de  cette  propriété  dans  toutes 
les  parties  de  la  mathématique  concrète,  où  l'on 
en  éprouve  un  besoin  presque  continuel.  On  peut 
même  retirer  une  certaine  utilité  logique  de  la 
simple  considération  nette  de  ce  fait  général ,  tel 
qae  je  l'ai  décrit  ci-dessus;  il   en  résulte,  par 
eiemple,  indépendamment  de  toute  déinonstra* 
tien  ,  que  la  propriété  dont  nous  parlons  ne  doit 
jamais  être  appliquée  aux  grandeurs  (|ui  affectent 


220  PHILOSOPHIE   POSITIVE. 

des  directions  continucllemeDt  variables ,  sans 
donner  lieu  à  une  simple  opposition  de  sens  : 
dans  ce  cas ,  le  signe  dont  se  troave  néceMaire- 
ment  affecta  tout  résultat  de  calcul  n'est  ausoep- 
tiblc  d'aucune  interprcuition  «.-oncrète ,  et  c'est  à 
tort  qu'on  s'efTorce  quelquefois  d'eu  établir  ;  cette 
circonstance  a  lieu,  entroautrcs  occasions,  pour 
tes  rayons  vecteurs  eu  géométrie,  et  pour  les 
forces  divergentes  en  mécanique. 

Uu  second  théorème  général  sur  la  relation  du 
concret  à  l'abstrait  eu  mathématique ,  que  je  crois 
devoir  considérer  expressément  ici ,  eit  celui 
qu'on  désigne  ordinairement  sous  le  nom  de  prin- 

le  de  Y  homogénéité,  Ilcst  &iusdouleb>enn 
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existe  entre  les  trois  côtés  d*un  triangle  rectau- 
^e,  n.  lieu  soit  qu'on  les  évalue  en  mèti*es ,  ou  en 
lieues ,  ou  en  pouces ,  etc. 

n  suit  de  cette  considération  générale»  que 
toute  équation  qui  exprime  la  loi  analytique  d  un 
phénomène  quelconque ,  doit  jouir  de  cette  pro- 
priété de  n'être  nullement  altérée ,  quand  on  fait 
snbir  simultanément  à  toutes  lés  quantités  qui 
ij  trouvent ,  le  changement  correspondant  à  ce- 
lui qu'éprouveraient  leurs  unités  respectives.  Or, 
ce  changement  consiste  évidemment  en  ce  que 
toutes  les  quantités  de  chaque  espèce  devien- 
draient à  la  fois  m  fois  plus  petites-,  si  l'unité  qui 
leur  correspond  devient  m  fois  plus  grande,  ou 
réciproquement.  Ainsi ,  toute  équation  qui  re- 
présente une  relation  concrète  quelconque  y  doit 
offrir  ce  caractère  de  demeurer  la  même  y  quand 
on  y  rend  m  fois  plus  grandes  toutes  1(  s  quanti- 
tés qu'elle  contient ,  et  qui  expriment  les  gran- 
deurs entre  lesquelles  existe  la  relation,  en  ex- 
ceptant toutefois  les  nombres  qui  désignent  sim- 
plement les  rapports  mutuels  de  ces  di voiscs  gran- 
deurs, lesquels  restent  invariables  dans  le  chan- 
gement des  unités»  C'est  dans  cette  propriété  que 
consiste  la  loi  de  l'homogénéité,  suivant  son  ac- 
ception la  plus  étendue,  c'est-à-dire,  de  quelques 
fonctions  analytiques  que  les  équations  soient 
composées. 
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Mais,  le  plus  souvent,  on  ne  considère  que 

les  cas  où  ces  fonctions  sont  de  celles  qu'on  ap- 
piïllc  jKirticiilièrement  a^ébriques ,  cl  auxquelles 
la  notion  de  degré  est  applicable.  Dans  ce  cas , 
nu  peut  préciser  davanlag6  la  proposition  géné- 
rale ,  en  déterminant  le  caractère  analytique  que 
doitprcsenter  nécessairement  l'équation  pour  que 
ccUc  propriété  soit  vérifiée.  Il  est  aisé  de  voir 
alors ,  eu  efict ,  que,  par  la  modîBcation  ci-dessus 
exposée  ,  tous  les  termes  du  premier  dt^ré , 
quelle  que  soit  leur  forme,  rationnelle  ou  irra- 
tionnelle, entière  ou  fractionnaire,  deviendront 
m  fois  plus  grands;  tous  ceux  du  second  degré. 
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il  importe  d  observer  uiie  couditioii  esseaiiellc , 
à  laquelle  on  devra  avoir  ^ard  en  appliquant 
cette  propriété,  lorsque  le  phénomène  exprimé 
|)ar  l'équation  présentera  des  grandeurs  de  na- 
tures diverses.  En  effet ,  il  pourra  arriver  que  les 
unités  respectives  soient  complètement  indépen- 
daii!es  les  unes  des  autres ,  et  alors  le  théorème 
de  lliomogénéité  aura  lieu ,  soit  par  rapport  à 
toutes  les  classes  correspondantes  de  quantités  , 
soit  qu'on  ne  veuille  considérer  qu'une  seule  ou 
plusieurs  d'entre  elles.  Mais,  il  arrivera,  dans 
d'autres  occasions  y  que  les  diverses  unités  au- 
ront entre  elles  des  relations  obligées,  déteriui- 
nées  par  la  nature  de  la  question.  Alors,  il  fau- 
dra avoir  (^ard  à  cette  subordination  des  unités 
dans  la  vérification  de  Thomogénéité  y  qui  n'exis- 
tera plus  en  un  sens  purement  algébrique,  et  dont 
le  mode  précis  variera  suivant  le  genre  des  phé- 
uomènes.  Ainsi,  par  exemple,  pour  fixer  les  idées, 
quand  on  considérera  dans  l'expression  analytique 
des  phénomènes  géométriques,  à  la  fois  des  li- 
gnes^ des  aires ,  et  des  volumes,  il  faudra  obser- 
ver que  les  trois  unités  correspondantes,  sont 
uécessairement  li^  entre  elles,  de  telle  sorte  que, 
suivant  la  subordination  généralement  établie  à 
cet  ^ard ,  lorsque  la  première  devient  m  fois 
plus  grande ,  la  seconde  le  devient  /w'  fois  ,  et 
la  troisième  /;i*  foiç.  C'est  avec  une   telle  modi- 
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licntion  que  riioniogéoéitéiixisteradaniiles  équa- 
tions, où  l'on  devra  alors,  si  elles  sont  algébri- 
ques ,  estimer  le  degré  de  chaque  terme ,  en  dou- 
lil.-ini  Icscxposans  des  facteurs  qui  correspondent 
À  dos  aircK,  et  triplant  ceux  des  facteurs  relatifs 
à  des  volumes  (i). 

Telles  sont  les  principales  considérations  gé- 
nérales, Irùs-insuffi saules  sans  doute,  mais  aux- 
quelles je  tiuis  contraint  de  me  réduire  par  les 
limites  natun;lles  de  ce  cours,  relativement  au 
calcul  des  fonctions  directes.  Nous  devons  passer 
maintenant  à  l'examen  philosophique  du  calcul 
des  fonctions  indirectes ,  dont  l'importance  et  l'é- 
tciuluc  bien  supérieures  rèclamt'nt  un  plus  grand 
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SoamAii'JS.  Ëiposilioncoroparsitive  des  divers  points  de  vue  gd~ 
Dtraux  sons  lesquels  on  peut  envisager  le  calcul  des  fonctions 
indirectes. 


Nous  avons  détermine ,  dans  la  qualriènie  le- 
çon ,  le  caractère  philosophique  propre  à  l'analyse 
transcendante ,  de  quelque  manière  qu'on  puisse 
la  concevoir,  en  considérant  seulement  la  nature 
générale  de  sa  destination  cfTective  dans  lensmible 
de  la  science  mathématique.  Cette  anal\  se  a  été, 
comme  on  sait,  présentée  par  les  géomètres  sous 
plusieurs  points  de  vue  réellement  distincts,  quoi- 
que nécessairement  équivalens  ,  et  conduisant 
toujours  à  des  résultats  identiques.  On  peut  les 
réduire  à  trois  principaux  ,  ceux  de  Léibnitz,  de 
Nevçton  et  de  Lagrangc ,  dont  tous  les  autres  ne 
sont  que  des  modiûcations  secondaires.  Dans  l'é- 
tat présent  de  la  science ,  chacune  de  ces  trois 
conceptions  générales  offre  des  avantages  essen- 
tiels qui  lui  appartiennent  exclusivement,  sans 
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qu'oïl  soii  encore  parvenu  à  coustruîre  uue  mé- 
thode iiuiqiic  t'cunissaiit  toutes  ces  diverses  qua- 
liles  caractéristiques.  En  mâlitant  sur  rensem- 
l)le  (le  celte  grande  question,  on  est  convaincu, 
je  crois ,  que  c'est  dans  la  coiteeption  de  Lagrangc, 
que  ^'opérera  un  jour  cette  combinaison.  Quand 
(Kt  important  travail  philosophique,  qui  exige 
une  pt-oloiidc  élahoralioo  de  toutes  les  idées  ma- 
lhéinnti(jucs  fondamentales >  sera  convciiahlemcnt 
«xceule  j  on  pourra  se  borner  alors ,  pour  con- 
naître l'analyse  transcendante ,  à  la  seule  étude 
de  cett<!  conception  dclînitive  ;  les  autres  ne  prc~ 
senlanl  plus  essentiellement  qu'un  intérêt  histo- 
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tcaiatisatiôn  dans  la  {Kirtie  la  plus  importante  de 
l'analyse  mathématique,  ne  paraîtra  nullement 
étrange ,  si  l'on  considère ,  d'une  part ,  son  ex- 
trême étendue ,  sa  difficulté  supérieure,  et,  d'une 
autre  part ,  sa  formation  presque  récente.  La  gé- 
nération des  géomètres  est  à  peine  renouvelée 
depuis  la  production  primitive  de  la  conception 
destinée  sans  doute  à  coordonner  la  science,  de 
manière  à  lui  imprimer  un  caractère  fixe  et  uni- 
forme; ainsi ,  les  habitudes  intellectuelles  n'ont 
pu  encore  y  sous  ce  rapport ,  être  sufiisamment 
ormées. 

S'il  s'agissait  ici  de  tracer  l'histoire  raisonna 
de  la  formation  successive  de  l'analyse  transcen- 
dante, il  faudrait  préalablement  distinguer  avec 
soin  du  calcul  des  fonctions  indirectes  propre- 
ment dit,  l'idée  mère  de  la  méthode  infinitési- 
male ,  laquelle  peut  être  conçue  par  elle-même , 
indépendamment  de  tout  calcul»  Nous  verrions, 
dès-lors ,  que  le  premier  germe  de  cette  idée  ,  se 
trouve  déjà  dans  le  procédé  constant ,  employé 
par  les  géomètres  grecs ,  sous  le  nom  de  méthode 
d'exhauMion ,  pour  passer  de  ce  qui  est  relatif 
aux  lignes  droites  à  ce  qui  concerne  les  lignes 
courbes,  et  qui  consistait  essentiellement  à  sub- 
stituer à  la  cour]>e  la  considération  auxiliaire  d'un 
polygone  inscrit  ou  circonscrit ,  d'après  lequel  on 
s'élevait  à  la  courbe  elle-même,  en  prenant  con- 
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vrnablcinent  les  limiles  des  relations  primitives. 
Quciqu'inconteslable  que  soit  cette  filiiition  des 
idées  ,  on  lui  donnerait  une  importaïu-o  tort  exa- 
gérée, eu  voYanldanscettemëlbodcd'cxbaustioD, 
I  eqnivaknt  réel  de  nos  méthodes  modernes , 
coniine  t'ont  fait  plusieurs  géomètres.  Car,  les  an- 
ciens n'avaioitl  aucun  moyeu  rationnel  et  général 
pour  1,1  dcicrnitnation  de  ces  limites,  qui  consti- 
tuait ordinairement  la  plus  {grande  difficulté  de  la 
question  ;  en  sorte  que  leurs  solutions  n'élaient 
pointsonniisesît  des  règles  uLstraitcs  et  invariables, 
dont  riigipHciitiou  uniforme  dût  conduire  avec 
crriitude  à  la  connaissance  cherchée  ,  ce  qui  est 


myipniMS  tnsuUe  tomme  tuds ,  apiteque 
les  liquaiioiis  avMent  ftubi  cïeittaiiies  trà&s&niHir 
tm»  CMitenaUeSk  Mus ,  quoique  Fermât  eût  lé 
picitoier  cbnça  eeUe  analyse  d'uiiie  nuoiiâre  toû^ 
meni  alMilÉite^.dle.élait^eore  loin  d'être râgo^ 
liirflinmt  foitaée  en  «m  calcul  ^néral  fetdît- 
linct ,  ayant  sa  notation  propre ,  et  aurumt  dégagé 
delà  oMisîdération  auperflMé  des  tenues /,^i 
flnitwiîfctit  par  «'éifce  pUis  eomplés  dins  Tanalyèe 
de  Feraiat»  ^iprèsaroir.  Aé^mqina  aîngulière-i 
diènt  oompli^fué  fer  leur  présence  teutte  les  opé* 
FàtioDSi.  C'est  ce  qu'a  si.  keureusement  eaécutë 
Leîbuîu  ttn  demi-^iéde  {dus  ti»rd ,  après  quelques 
modiBcatioos  intermédiaires  apportées  par  Wai^ 
lis»  et  surtout  par  Barrow^ aux  idées  de  Ferznat; 
et  par  là  il  a  été  \è  véritable  créateur  de  l'aiiaLjsè 
transcendante ,  telle  que  nous  l'employons  a«^ 
joard'hui*  Cette  découverte  capitale  était  telle** 
m^nt  Aûre ,  comme  toutes  les  grandes  èoncep* 
ûoiis  de  l'esprii  humain  au  moment  de  leur 
aEianifestatioB  i  que  Nevtrton  »  de  son  côté  ,  était 
parvenu  en  même  temps,  ou  un  peu  auparavant. , 
à  une  méthode  efcactement  équivalente  »  en  con- 
sidérant cette  analyse  souS  un  point  de  vue  très- 
différeùt  ^  et  qui  ^  bien  que  plus  rationnel  en  lui- 
ménbe»  est  règlement  moi  us  convenable  pour 
dùfmer  à  la  méthode    fondamentale  commune 
toute  l'étendue  et  la  facilité  que  lui  ont  imprimées 
TOME  I.  16 
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Us  idées  de  Lcïbnttz.  Enfin,  Lagringe,  éctrttnt 
les  considérations  hét^ro^nes  qui  avaient  guidé 
Leibnitcet  Newton,  est  parvenu  flu*  lard  i  ré- 
duire l'analyse  transcendante,  dans  sa  plus  grande 
perfection,  à  un  syatème purement  algébrique , 
auquel  il  ue  manque  encore  que  plus  d'aptitude 
aui^  applications. 

Après  ce  coup>d'oei)  sommaire  sur  l'histoire 
générak-  de  l'analyse  transcendante,  procédons  à 
l'csposition  dogmatique  des  trois  conceptions  prin- 
cipales, ariii  d  apprccier  exactement  leurs  proprié- 
lés  caractéristiques >  et  de  constater  l'identité  né- 
cessaitf  des  méthodes  qui  en  dérivent.  Gommen- 
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pcmrra  l'être  h  des  degrés  divers;  car ,  si  on  trouve 
quelquefois  tr<^  de  difficulté  h  former  immédia- 
tement réquation  entre  les  différentielles  mêmes 
des  grandeurs  que  Ton  considère  ^  il  faudra  i  par 
un  emploi  redouUé  du  même  artifice  général , 
traiter ,  à  leur  tour ,  ces  différentielles  comme  de 
nouvelles  quantités  primitives,  et  chercher  la  re^ 
lation  entre  leurs  élémens  infiniment  petits ,  qui , 
par  rapport  aux  objets  définitifs  de  la  question  , 
seront  les  diffërentielles  secondes  j  et  ainsi  de 
suite,  la  même  transformation  pouvant  être  ré» 
pétée  un  nombre  quelconque  de  fois ,  à  la  condi- 
tion toujours  d'éliminer  finalement  le  nombre 
de  plus  en  plus  grand  des  quantités  infinitési- 
males introduites  comme  auxiliaires. 

Un  eq[>rit  encore  étranger  à  ces  considérations 
n'aperçoit  pas  sur-le-champ  comment  l'emploi  de 
cesquantités  auxiliaires  peut  faciliter  la  découverte 
des  lois  analytiques  des  phénomènes  ;  car  les  ac- 
croîasemens  infiniment  petits  des  grandeurs  pro- 
posées étant  de  même  espèce  qu'elles ,  leurs  rela- 
tions ne  paraissent  pas  devoir  s'obtenir  plus 
aisément,  la  valeur  plus  ou  moins  petite  d'une 
quantité  ne  pouvant ,  en  effet ,  exercer  aucune  in- 
fluence sur  une  recherche  nécessairement  indé- 
pendante f  par  sa  nature ,  de  toute  idée  de  valeur. 
Mais  il  est  aisé ,  néanmoins,  de  s'expliquer  très- 
nettement,  et  d'une  manière  tout-à-fait  générale^ 

16. 


k  quelpoiut,far:«Bt(iarti£te,  U.qtuMioaAHM 
ae  trouver  «mfilifiéBi  UÊéiit,  fi^  cd*,  fnMp 
meucer piriJBt>ùign*r les 4b£GéMn».iipilHft  d'wr 
iiainient  peliits , -ddaito» jwatiiq<f«iM  HHWJéfe 
fort  précise,  os.  coimilérHii^d» M  naliMi  k» 
puiasutce»  «loqani^w^flVi»  mène  infiitû»eAt|yh 
tit  primitif,  Dn*de»^iitntit^  ^'«MiPfHtlnwfmT 
ter  comme  « jaàt  amc  «a*  paâiÉawii  ide»  :n|^rl« 
fiDis,  ea  sat1«.i(|pie,  >]Nr  ei^M^t  .l«^|j^^^«r 
tielles  seconde  ,KviniiiWt'«lB>  *  ifUBOl^WMnr 
riaUe  ,  sont  dafsém.  aammt  iwfiniwÉan  piiltl«  dfi 
kecood  ordjne.da  trqÎHàMK» '«l«*.r{WrM -41^4 
(!St  a'ibé  de  muutr^r  ru  elles  dei-  )uti1lî(>Ii'4  iJM<&  de$ 
n  i  ssa  II  ces  seconde .  uoiaii^nie.  rtc. ,  dui 
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ttcës  infiiitkncnt  petites  par  rapport  à  eux.  Cest 
ainsi  qu'il  sera  possible ^  en  géométrie,  de  traiter 
]v!S  lignes  courbes  comme  composées  d'une  infi* 
iiitc  d'élémens  rfH^li] ignés,  les  surfaces  courbes 
comme  formées  d'élémens  plans;  et ,  en  méca- 
nique y  les  mouvcmiens  variés  comme  une  suite 
infinie  de  mouvemens  uniformes ,  se  succédant 
à  des  intervalles  de  temps  infiniment  petits.  Vu 
rimportance  de  cette  conception  admirable,  je 
crois  devoir  ici,  par  l'indication  sommaire  de 
({uclques  exemples  principaux,  achever  d'éclair- 
cirson  caractère  fondamental. 

Qu'il  s'agisse  de  déterminer,  en  chaque  point 
'lune  courbe  plane  dont  Téquation  est  donnée, 
la  direction  de  sa  tangente,  question  dont  la  so- 
lution générale  a  été  l'objet  primitif  quavaient 
en  vue  les  inveo leurs  de  l'analyse  transcendante. 
On  considérera  la  tangente  comme  une  sécante 
qui  joindrait  deux  points  infiniment  voisins;  et 
alors,  en  nommaut  dj^  et  dx  les  différences  infi- 
niment petites  des  coordonnées  de  ces  deux  points, 
les  premiers  élémens  de  la  géométrie  fourniront 
immédiatement  1  équation  tzr^^.f  pour  la  tangente 
trigonométrique  de  l'angle  que  fait  avec  Taxe 
des  oc  la  tangente  cherchée  ,  ce  qui ,  dans  un  sys- 
tème de  coordonnées  rectilignes  ,  est  la  manière 
la  plus  simple  d'en  fixer  la  position.  Cette  équa- 
tion, commune  à  toutes  les  couri>es,  étant  posée  , 
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la  question  est  rMuite  à  on  nmple  ]MroliUÉM  an»* 
lytique,qui  conùten  à.dimiiMr  Ici  infinités- 
maies  dx  et  djt  întrodoitM  ctxnmeatuilUïrM, 
en  déterminant,  dan*  chaque  cas  partùnliar,  d'a- 
près l'équation  de  la  oonrbs  pny>i<B ,  la  i^»- 
port  de  dy\dx%ot  quîselen  cooitamhientfvr 
dcA  procédés  uniformes  et  tris-aiinplea. 

En  second  lieu ,  qu'on  Tcnills  canniltre  la  lott- 
giieur  de  l'arc  d  une  courbe  quelconque,  connddré 
comme  une  fonction  des  coordonnées  de  >M  ex- 
trémités. Il  serait  impoinble  d'étaUîr  immjdia- 
tcmcnt  l'équation  entre  cet  arc  i  et  ces  coordon- 
nées ,  taudis  fpi^  est  aisé  de  trouTcr  k  rdatîui 
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airet  curvilignes.  Si  la  courbe  est  plajie  et  rap- 
portëe  à  des  coordonnées  rectilignes  ^  on  conce- 
vra Faire  ^  comprise  entre  elle ,  l'axe  des  x  »  et 
deux  coordonnées  extrêmes ,  comme  augmentant 
d'une  quantité  infiniment  petite  djà ,  en  résultat 
dW  accroissement  analogue  de  l'abcisse.  Alors 
là  relation  entre  ces  deux  différentielles  pourra 
s'obtenir  immédiatement  avec  la  plus  grande  fa- 
cilité «  en  substituant  à  l'élément  curviligne  de 
l'aire  proposée  le  rectangle  formé  par  l'ordonnée 
extrême  et  l'élément  de  l'abcisse ,  dont  il  ne  dif« 
fère  évidemment  que  d'une  quantité  infiniment 
petite  du  second  ordre,  ce  qui  fom*nira  aussitôt, 
quelleque  soit  la  courbe ,  l'équation  différentielle 
très-simple 

d'où  le  calcul  des  fonctions  indirectes  y  quand  la 
courbe  sera  définie  ,  apprendra  à  déduire  l'équa- 
lion  finie' ,  objet  immédiat  du  problème. 

Pareillement,  en  dynamique,  quand  on  vou- 
dra connaître  l'expression  de  la  vitesse  acquise  ^ 
chaque  instant  par  un  corps  animé  d'un  mouve- 
menl  ^arté  suivant  une  loi  quelconque,  on  con- 
sidérera le  mouvement  comme  uniforme  pendant 
la  durée  d'un  élément  infiniment  petit  du  temps  t^ 
ei  on  formera  ainsi  immédialement  l'équation 
différentielle  ^  =«;^£,  v  désignant  la  vitesse 
•'acquise;  qnnnd  le    corps  a  fmrcourn  l'espace t' , 
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l»ectfdé»  aBal]i)H<ii  iii wi  ïiliiM .  Ji  liénailBi^ 
dounermiti  Ik/VittUt  dUtt  ds^M.'  »iiniw'ÉiliJ 
tiari«»ih«T,  tftqwii  JiwnJMiuii->uMihniiu»<h«» 
enire  le  lemfii'CTftifmy  on^  tëd^to^ipMSBl, 
qn^le  senit-ittllt»  Mdukmtiil  kii—fo^iTiM^ 
ÙOU  àfi  h,  TÎtMW^iflUS.  ■Bppoij'm— W>ji|Bi»-:pg 
rmppiirt  Vl^MflBee,  «ait  )MB<Eqiport*iiiteH|A*..' . 
Ënj^a,  iMoti -indSfiiep  tUMi'sMfO'  urtuiai'.ib 

(Ubs  l^twk-  dev  pfaAianèli»  thaibdolagBfH»^ 

oB  peut'  foTniier-tii^miifitmtnt,  a 
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toujours  dans  J!élimination  des  difCéreatielles 
intooduites.  comme  auxiliairesjpour  faciliter  Té- 
tablisseoient  des  équations^ 

Des  exemples  de  nature  aussi  diverse  sont  plus 
que  suffisans  pour  faire  nettement  comprendre 
eu  général  l'immense  portée  de  la  conception 
fondamentale  de  Taualyse  transcendante  ,,  tellp 
que  LeïbniU  Ta  formée,  et  qui  constitue  sansau- 
cuu  doute  la  plus  haute  pensée  à  laquelle  l'esprit 
humaLn  se  spit  jamais  élevé  jusqu'à  présent. 

On  voit  que  cette  conception  était  indispensa.- 
blepour  achever  dcfonder  la  science  mathémati- 
que, en  permettant  d'établir  d'une  manière*large 
et  tVconde^  la  relaîion  du  concret  h  1  abstrait. 
Sous  ce  rappor: ,  elle  <Joit  être  envisagée  comme 
le  complément  nécessaire  de  la  grande  idée-mcro 
de  Descartes,  sur  la  rcprisentation  analytique 
générale  des  phénomènes  naturels  ,  idée  qui  n'a 
conunencé  à  être  dignement  appréciée  et  conve- 
nablemen*.  exploitée  que  depuis  la  formation]  do 
l.analyse  infinitésimale^  sans  laquelle  eile  ne. 
pouvait  encore  produire^,  même  en  géométrie, 
de  résultats  très-importans  (i  ). 

Quoique  j'aie  cru  devoir  ,  dans  les  considéra- 
tions précédentes ,  insister  |jarticulièrement  sur 

(i)  Il  est  bien  remarquable,  en  effet ,  que  de&  hommes  teU  que 
PjKai ,  aient  fait  aussi  peu  d*attcn(ion  à  l.i  concc[iti<^n  fond.!- 
nieaialc  de  DcKaftes,  sans  pressentir  nullement  la  rôoliitloii 
générale  quelle  était  nécessairement]  destinée  â.pruduire  dans  le 
système  entier  de  la  science  mathématique.  Ceb  est  venu  de  ce 
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Induiirablc  facilité  que  pràente  par  sa  nature 
I  analyse  (ranscendante  pour  la  recherche  do 
lois  niaihéinatiijues  de  tous  les  phénomènes, 
je  ne  dois  pas  u^liger  de  faire  ressortir  une  se- 
conde |>ropriélé  fondamentale,  peut-être  aussi  im- 
l'ortante  que  la  première,  et  qui  ne  lui  est  pas 
moins  inlicrcnte  :  je  vetix  parler  de  l'estrèmegè- 
iicralité  des  formules  difTéi-entielles ,  qui  expri- 
ment en  une  seule  équation  chaque  phéno- 
mène déterminé  ,  quelque  varies  que  puissent 
ètrcles  su  jcudans  1es(|uel8  on  le  considère.  Ainsi , 
sous  le  point  de  vue  de  l'anal vse  infinitésimale, 
un  voil ,   dans  les  exemples  qui  précèdent,  une 
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tune  heurooM  coniéquence  néca^ 
«ira  et  piMqiQ^iDniMùite  de  t'eiprit  même  de 
remljie  tnuœnduite,  nirtont  duu  U  oonoep- 
tion  de  Lôbaits.  Elle  réiùlte  de  ce  que,  en  sidK 
atihiant  aax  dément  infiniment  petib  dea  gna- 
deun  cooaidtfréas ,  d'ftatrei  înfinitàimaje»  plu- 
•im|4as ,  qni  aeales  entrent  du^  lee  ë^aation»^ 
diKrentielles,  ces  infittitéHoiales  m  trouveot, 
pv  leur  nature,  être  coostammioit  les  mêmea 
ftaur  chaque  classe  totale  de  qnertiona,  qnd» 
que  aoient  les  objets  divers  dn  phénomène  ëto- 
diU.  Ainsi,  par  exemple,  toute  courbe,  quelle 
qu'elle  soit,  éunt  toujours  décomposée  en  é\6- 
mena  rectilignes ,  on  conçoit  à  priori  que  la 
relation  entre  ces  éléraens  uniformes  doit  né- 
cessairement être  la  même  pour  un  même 
phénmnèae  f<éomëtrique  quelconque,  quoique 
l'équation  finie  correspondante  i  cette  loi  diSe- 
lentieUe  doive  varier  d'une  courbe  à  une  autre. 
II  en  est  évidemment  de  même  dans  tont  au- 
tre cas  quelconque.  L'analyse  iniinitésimale  n'a 
donc  pM  seulement  fourni  un  procédé  général 
pour  former  indirectement  des  équations  qu'il 
eut  élc  impossible  de  découvrir  d'une  ma- 
nière directe;  elle  a  permis  en  outre  de  consi- 
dérer t  pour  i'étndo  mathématique  des  phéno- 
mènes naturels ,  un  ordre  nouveau  de  lois  plus 
générales  et  néanmoiiu  offrant  une  signification 
claii-c  et  précise  à  tout  es|irit  habitué  à  leur  m- 
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mêmes  p«ur  dHk^'pb^BMiièatf^^imii^ttdqw»' 
objets  qu'on  r<Aildi«v  et  iM  rt'Mi^c-qiitealpi»' 
ssnt  d'un  phëdUaètMitnii  atatr(rï<iïclàf(iii<j(^. 
d'aHlenr»,  en  oontpÊÊttOA  ûeê'ywMoM,  b^AdWT 
(juelqaefois,  pHr  vœ^më  ericon'idtH^éMrdeVk 
des  rapprorhemfeM  p4MftUî(  entt«  diY«net'dMH« 
de  phcnomènn  tsttvJ^ftir  dhrers,  à'tfltèf  k* 
analt^icsr  prëstutéM  p»r  les'etpMMfblU  dlMlJrttl^ 
tielles  de  Itattt  Ibia  mttUëmatiqiiHr.  6ltDi''l\^ 
tudè  philosopIrîqiM  derl*  nuthëmiitiqUe  cottiirèlei 
je matlachertri  il  fUrt  ezCeUtaHSt  «j^réciM  celle 
seconde   proptiétb   cEttKtérhtiqtw'  de  l^aUrijM 


dffWiîMIWlIWpJrJiiwa  jjw»  tfJwqWi  B««-MauiiUi|tr 

«Imi  O).  Il»  w  mniaijiècfHU  pM«u  ,lQi^4âm|M 

dm*  l«  «pipsec  m^lbéqutiqw  bieq  plus  que  dkqs. 
«ueune  aub« ,  on  )>«)(  acpumlltr  avec  bardicwe 
laiWNiTeftav  moyeos,  même  quand  leur  ratioatur 
Uté  wt  imparÊiite ,  pourvu  qu'rla  s^i^nt  féooads, 
pwitque,  les^ifioatious  étopt  bifin  fJus  faciles  et 
|i)ia  multipliées  (l'erreur  ne  saurait  demeurer 
Iftng-tfaiip»  iiu)»erçue>  Nôanmoine ,  après  le  pc^. 
m)«r  ^ao ,  il  «Mît  iwpgsvtJjQ  d'en  Mster  U  j  «t  i)i 

(i^  On  qt  pcul  coDleinftcr ,  fani  un  profond  intcrtl  i  le  fllV 
enlhouiiame  àf  l'illt^itre  lljji^licnf  ,au  sDJet  i*  celle  ndmirablc 
crcsiîon ,  qaoîqne  miti  Igcamncii'ne  hii  pennti' point  ^cn  Tnlre 
hR-néina  kvcmi  ««^t  wipcvbnt,  ot  ^^1  «e  «Tùi  iù'ji  «kvé  rua* 
ce  puipant  fecDiinï4c*(lccaii*ertMca[iilalei.  Je  voit  aeec^ur- 
prtfe  et  avec  admiralinn,  ccr!*ail-il,  en  i6gi ,  au  niàfquli  de 
LflApïl>l,/'A«ilfcrrf  lafieonéHédtrttaH;  de ^u fit/ne eM/ 

f'j[  toofoÎM  un  prp^fi  Hunr  tpfeuialton  infinit. 
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l'dlait  revenir  irfoeiMifcment  mr  1«  fi 
marnes  de  l'aiulyn  IdOmitsiione  iMii^  - 
gënénlement  l'otBodlade  ngonraoïe  dfli  pfoeé* 
d<!it  employés,  OM^pd  kiiiifnctieiu  apfmttatef 
qa'on  t'y  permelCÉit  aax  i^glei  ordùiairM  du  ttà-  ■ 
«mnement.  Ijcibblfei,  ptmté  de  rtfpoadre-,  mit 
Ini-mâmc  préKDté  vne  «tplîeition  tooMhftit 
erronée,  en  dittnt  qall  tnitut  let  inânnieBt 
petits  comme  des  ùtaui^tar^la ,  et  qo^  Inaé^ 
gligeait  vis-Jt'-Tii'dtoi'qnuiticéi  finiei  eoMMe  de* 
grains  fie  sable  par  n^port  à  la  Mer,-  eoaàdétm' 
tion  qui  eût  com|Mlettieilt  démtiiré  «on  inalyW,- 
en  la  réduisant  Jk  n*4tre  ploi  qu'on  «impie  odoid 
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tioos  de  quelques  proUémeSy  une  fois  qu'elles 
amient  été  obtenues  par  la  méthode  nouvelle , 
seule  capable  primitivement  de  les  faire  dëcour 
vrîr.  Quand  cette  grande  question  a  été  consi- 
dérée d'une  manière  plus  générale  »  les  géomètres, 
au  li^u  d'abordei*  directement  la  difficulté,  ont 
préféré  l'éluder  en  quelque  sprte,  comme  l'ont 
£ùt  Euler  et  d'Alembert ,  par  exemple ,  en  dé- 
montrant abstraitement  la  conformité  nécessaire 
et  constante  de  la  conception  de  Leïbnitz ,  envi- 
sagée dans  tous  ses  usages  quelconques^  avec 
d'autres  conceptions  fondamentales  de  l'analyse 
transcendante,  celle  de  Newton  surtout,  dont 
l'exactitude  était  à  labri  de  toule  objection.  Une 
telle  vérification  générale  est  sans  doute  stricte- 
ment suffisante  pour  dissiper  toute  incertitude  sur 
remploi  Intime  de  l'analyse  leïbnitzienne.  Mais 
la  méthode  infinitésimale  est  tellement  impor- 
tante ,  die  présente  encore ,  dans  presque  toutes 
les  applications ,  une  telle  supériorité  effective  sur 
les  autres  conceptions  générales  successivement 
proposées  I  qu'il  y  aurait  véritablement  imperfec- 
tion dans  le  caractère  philosophique  de  la  science 
à  ne  pouvoir  la  justifier  en  elle-même,  et  à  la 
fonder  logiquement  sur  des  considérations  d'un 
autre  ordre ,  qu'on  cesserait  ensuite  d'employer 
efficacement.  Il  était  donc  d'une  importance 
réelle  dctablir  directement  et  d'une  manière  gé- 
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iièrnlp  la  rationnalil^  n^cesKaire  de  la  méthode 
innnitésimale.  AprôS  diverses  tentatives  plus  ou 
moins  imparfaites  ponr  y  parvenir ,  les  travMtt 
I>ht1oso|i1ii(jues  de  Ltgraiige  fiysnt  fortement  *«- 
l>ortè ,  vers  ta  On  du  siècle  dernier ,  l'attetitiott  des 
géomètres  sur  la  théorie  générale  de  l'unalyse 
infînilésimnlu  ,  un  géomàlre  très-recomman-' 
dablc  Carnot,  présenta  enfin  la  véritable  expH* 
cation  lo^itpie  directe  delà  méthode  de  LeïbttîtK, 
en  la  n>ontrant  comme  fondée  sur  le  principe  de 
la  compensation  nécessaire  des  erreurs,  ce  qui 
est  TaisemblaLlement,  en  efllet,  In  manifestatiob 
précise  et  lumineuse  de  ce  que  LcïbnitE  avait  va- 
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tant  que  radicalement  vicieux  par  sa  nature.  Je 
n'en  crois  pas  moins,  cependant ,  devoir  considé- 
rer ici ,  afin  de  compléter  cette  importante  expo- 
sition I    le    raisonnement   général    proposé    par 
Carnot,  pour  l^itimer  directement  1  analyse  de 
Ijeïbnitz.  Voici  en  quoi  il  consiste  essentiellement, 
lorsqu'on  établit  l'équation  difTérentielle  d'un 
phénomène,  on  substitue  aux  élémens  immédiats 
des  diverses  quantités  considérées ,  d'auti^s  infi- 
nitésimales plus  simples  qui  en  différent  infini- 
ment peu  par  rapporta  eux,  et  cette  substitution 
constitue  le  principal  artifice  de  la  méthode  de 
Leïbnilz  ,  qui ,  sans  cela ,  n'offrirait  aucune  faci- 
lité réelle  pour  la  formation  des  équations.  Car- 
nol  regarde  une  telle  hypothèse  comme  produi- 
sant  vcritablcmcnt  une  erreui'  dans  l'équation 
ainsi  obtenue  ,  et  que ,  pour  cette  raison ,  il  ap- 
jielle  imparjaitej  seulement ,  il  est  clair  que  cette 
erreur  ne  peut  être  qu'inljuiment  petite.  Or,  d'un 
autre  côté,  tous  les  procédés  analytiques,  soit  de 
différentiation,  soit  d'intégration,  qu'on  applique 
il  ces  équations  différentielles  pour  s'élever  aux 
équations  finies  en  éliminant  toutes  les  infinité- 
simales introduites  comme  auxiliaires,  produi- 
sent aussi  constamment ,  par  leur  nature ,   ainsi 
cqu'il  çst  aisé  de  le  voir,  d'autres  erreurs  analogues, 
•^n  sorte  qu'il  a  pu  s'opérer  une  exacte  compen- 
sMiiion,  et  que  les  équations  définitives  peuvent, 
TOMr   I.  17 
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suivant  l'ezprewon  de  Gunot,  être  defenuca^Mr- 
faites.  Carnot  considère  fomme  un  fjmptâme 
certain  et  invariable  de  l'tSlaliliaaeiiient  effectif  de 
cette  compensation  aéce«Mire,  l'Aimination  com- 
plète des  divenos  qnantitéa  infiniment  petiiea, 
qui  est  consUmment,  en  effet,  le  but  définitif  de 
toutes  les  opération!  de  l'analjae  tnuucendante. 
Car,  si  on  n'a  îomais  commis d'autret  infiractions 
aux  règles  géoéralet  dn  raisonnement  que  celles 
ainsi  exigées  par  la  nature  même  de  la  mâhodc 
infinitésimale,  les  erreurs  infiniment  petites  pro-  ' 
duites  de  cette  manière  nlayant  jamais  pu  < 
drerque  rlcserrcur*  infiniment peti tes datu  ti 
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nue  ci-dessus  comme  affectée  d'une  erreur  infini- 
ment petite,  puisqu'elle  ne  serait  tout-àrfait 
rigoureuse  que  pour  la  sécante.  Maintenant,  on 
achèvera  la  solution  en  cherchant ,  d'après  l'é- 
quation de  chaque  courbe ,  le  rapport  entre  les 
différentielles  des  coordonnées.  Si  cette  équation 
est  f  je  suppose,  y  =  ax  y  on  aura  évidemment 


dy  =i  ^ax  dx  -|-  dx* 

Dans  cette  formule,  on  devra  n^liger  le  terme 
db'  comme  infiniment  petit  du  second  ordre. 
Dès  lors  la  combinaison  des  deux  équations  i>7i- 
parfaites 

suiEsant  pour  éliminer  entièrement  les  infinité- 
simales, le  résultat  fini  t  =  2  a  x  sera  nécessai- 
rement rigoureux  par  l'effet  de  la  compensation 
exacte  des  deux  erreurs  commises  puisqu'il  ne 
pourrait,  par  sa  nature,  être  affecté  d'une  erreur 
infiniment  petite ,  la  seule  néanmoins  qu'il  pût  y 
avoir,  d'après  l'esprit  des  procédés  qui  ont  été 
suivis. 

Il  serait  aisé  de  reproduire  uniformément  le 
même  raisonnement  par  rapporta  toutes  les  autres 
applications  générales  de  l'analyse  de  Leïbnitz. 

Cette  ingénieuse  théorie  est  sans  doute  plus  sub- 
tile que  solide^  quand  on  cherche  à  l'approfon- 

»7 
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ilir.  Maiïiellc  ii'acupeoilanl  en  nîalïtê  d'autn- vice 
logique  radical  que  celui  dfî  In  aiéliiode  iufinité- 
,siiiialeelle-indme,  dont  ellee&L,  ce  me  semble,  le 
dcvdopiicittciit  naturel  ft  l'iapli cation  générale  , 
cil  sorte  qit'i^lle  doit  âircadoptét!  aussi  long- temps 
qu'on  jugera  convenable  d'employer  directement 
<;ette  métliodc. 

Je  passe  niaiolenanl  à  l'exposition  générale  de» 
deux  autres  conceptions  fonda  mentales  de  l'ana- 
Ivse  transccjidante,  en  me  bornant  pour  chacune 
à  l'idée  pi'in.ci[iale,  le  caractère  philosophique  de 
cette  analyse  ayant  clé,  du  reste,  suffisamment 
délcniilné    ci-dessus  ,  d'après   la   conception  dr 
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I  à  It  fdace  des  qatotités  primitive*  oa 
eMcnrreiianent  aveo  dle^  pour  faciliter  l'ëtabli»- 
semeat  des  équations,  les  limites  des  nj^rta- 
des  aoeroiawmeiu  simulUiiià  de  ces  quantité , 
ou,  en  d'autres  termes,  les  deroiàres  raisoiu  ds 
et»  Bccroûsemens^  limites  ou  deroiéres  raiions 
^'on  poDt  aisëment  montrer,  comme  ayant  une 
nleor  dâerminëe  et  finie.  Un  calcul  spécial , 
qui  ot  l'équivalent  du  calcul  iufinitàimal ,  est 
eoMiite  destiné  À  s'élevra'  de  ces  éqnations  entre 
ces  limites  aux  équations  correspondantes  entre 
les  quantités  primitives  elles-mêmes. 

Id faculté  que  présente  une  telleaualyse  pour  ex- 
primer plus  aisément  les  lois  mathématiques  des 
phénomènes  tient,engénéral,à  ce  quelecalculpor- 
tant,  non  snrlesaccroissemensmémcsdes  quantités 
proposées,  mais  sur  les  limites  des  rapports  de  ces 
accroissemcns ,  on  pourra  toujours  substituer  à 
chaque  accroissement  toute  autre  grandeur  pitis 
simple  à  considérer ,  pourvu  que  leur  dernière 
raison  soit  la  raison  d'égalité ,  ou  ,  en  d'autres 
termes,  que  la  limite  de  leur  rapport  soit  Tu* 
oité.  Il  est  clair,  en  effet,  que  le  calcul  des 
limites  ne  saurait  être  nullement  affecte  de  celte 
substitution.  En  parlant  de  ce  principe ,  on  re- 
trouve h  peu  près  l'équivalent  des  facilités  of- 
fertes par  l'analyse  de  Lcïhnitz  ,  qui  sont  seule- 
ment conçues  alors  sous  un  autre  point  de  vue. 
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Ainsi ,  les  t-ourbes  seront  envisagées  comme  les 
limiies  d'une  suite  de  polygones  rectilignes ,  les 
niouvcincns  variés  comme  les  limites  d'un  en- 
soniblfî  dn  mouvemens  uniformes  de  plus  en  plus 
rapprochés,  elc. 

Qu'on  veuille,  par  exemple,  déterminer  la 
ilircction  de  la  tangente  à  une  courbe;  on  la  re- 
gardera comme  la  limite  vers  laquelle  tendrait 
une  sécante,  qui  tournerait  autour  du  poioldonné, 
de  manière  que  son  second  point  d'intersevUon  se 
rapprochât  indéCniment  du  premier.  En  nom- 
mant -^j-  et  ^x  les  difiei'enccs  des  coordonnées 
dos  doux  points,  on  aurait,  ù  chaque  instant j 
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tioa ,  oa  sujqpose  que  j"  £=  a  x  *  soit  réquation  de 
la  courbe  proposée^  ou  aura  évidemment  ^ 

d'où  1  on  conclura 

ilX 

Or^  il  est  clair  que  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  second  membre ,  à  mesure  que  A  x  diminue  , 
est  a  a  x.  On  trouvera  donc  par  cette  méthode , 
t^%  aXy  comme  nous  lavions  obtenu  ci-dessus 
pour  le  même  cas ,  d'après  l'analyse  de  Leïbnitz. 
Pareillement ,  quand  on  cherche  la  rectifica- 
tion d'une  courbe^  il  faut  substituer  à  l'accroisse- 
ment de  l'arc  s  ,  la  corde  de  cet  accroissement , 
qui  est  évidemment  avec  lui  dans  une  relation 
telle ^  que  la  limite  de  leur  rapport  est  l'unité ,  et 
alors  on  trouve ,  en  suivant  d'ailleurs  la  même 
marcbe  qu  avec  la  méthode  de  Leïbnitz  y  cette 
équation  générale  des  rectifications 


OU 

selon  que  la  courbe  est  plane  ou  à  double  cour- 
bure, n  faudra  maintenant,  pour  chaque  courbe 
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jiai-ticulièrc,  passer  de  cette  équation  à  celle  en- 
nu  rniocirnbcisse,  ce  qui  dëpeod  du  calcul  trans- 
cctiilaiit  proprement  dit. 

On  roptfiidrait  avec  la  même  facilité  ,  daprtîs 
la'iiK'ihode  dos  limites,  toutes  les  autres  questions 
ficiii-iiilcs/donl  la  solution  a  été  indiquée  ci-dea- 
Miii,  stiivunl  la  métliode  infini lësimale. 

Tt^IIc  rsi ,  essentiellement ,  la  conception  que 
Newton  s'était  formée,  pour  l'analyse  transcen- 
ilanlc,  ou  ,  pliLs  exactement,  celle  que  Haclau- 
riii  ot  d'Alciid>crt  ont  présentée  comme  la  base 
lapins  rationnelle  de  cette  analyse,  en  cherchant 
à  lî\cr  ol  h  coonlonner  les  idées  de  Newton  à  ce 
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Pour  en  &Jre  concevoir  HcUeribére  avec  plus 
(le  fiuûLté,  ccHitidëroiu  toute  courbe  comme  en- 
gendrée par  un  point  animé  d'un  mouvement 
ntié  suivant  une  loi  quelconque.  Les  dÎTcraes 
quantité!  que  la  courbe  peut  offrir,  l'aboase, 
l'ordonnée,  l'arc  ,  l'aire  ,  etc. ,  seront  envisageas 
comme  simultanémeot  produites  par  degrés  suc- 
cessifs pendant  ce  mouvement.  Iji  viteœ  avéo 
laqndle  chacune  aura  été  décrite  sera  dite  la 
JbaUon  de  cette  quantité,  qui,  en  sens  inverse, 
ea  serait  nommée  la  Jiuente.  Dés  lors,  l'analy^ 
transcendante  consistera,  dans  cette  conception  , 
\  former  immédiatement  les  équations  entre  les 
fluxions  des' quanti  léa  proposées  pour  en  déduire 
ensuite,  par  un  calcul  spécial ,  les  équations  eu' 
tre  ]es  fluentes  elles-mêmes.  Ce  que  je  viens  d'é- 
noncer relativement  aux  courbes  peut  d'ailleurs 
évidemment  se  transporter  à  des  grandeurs  quel- 
conques, envisagées ,  À  l'aide  d'une  ioiage  conve- 
nable ,  comme  produites  par  le  mouvement  les 
unes  des  autres. 

Il  est  aisé  de  comprendre  l'identité  généralect 
nécessaire  de  celte  méthode  avec  celle  des  limi- 
tes, compliquée  de  l'idée  étrangère  du  mouve- 
ment. En  effet,  reprenant  le  cas  de  la  courbe,  si 
l'on  suppose,  comme  on  peut  évidemment  tou- 
jours le  faire,  que  le  mouvement  du  point  décri- 
vant est  uniforme  suivant  une  certaine  direction, 
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par  exemple ,  daus  le  sens  de  l'abcisse  ,  alors  la 
fluxion  de  l'abcisse  sera  constante,  comme  l'ëlé- 
ineiit  du  temps.  Poui-  toutes  les  autres  quantités 
engendrées,  le  mouvement  ne  pourrait  être  conçu 
comme  uniforme  que  pendant  un  temps  infini- 
ment j)etii.  Cela  posé,  la  vitesse  étant  générale- 
ment, d'après  sa  notion  mécanique,  le  rapport  de 
chaque  espace  au  temps  employé  à  le  parcourir, 
et  ce  temps  étant  ici  proportionnel  h.  l'accroisse- 
mentde  l'abcisse,  il  s'ensuit  que  la  fluxion  de  l'or- 
douiicc,  del'arc,  del'aire,  etc.,  ne  sont  véritable- 
ment autre  chose ,  en  faisant  disparaître  la  consi- 
dération intermédiaire  du  temps,  que lesdernières 
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faciliter  Tëtablissement  des  ëqiiations ,  on  intro- 
duit,  au  lieu  ,de  fondions  primitives  ou  avec 
dles^  leurs  fonctions  dérivées ,  c'est-à-dire ,  sui- 
vant la  définition  de  Lagrauge^  le  coëfEcicut  du 
firemier  terme  de  Taccroissetnent  de  chaque  fonc- 
tioni  ordonné  selon  les  puissances  ascendantes  de 
Taccroissement  de  sa  variable.  Le  calcul  des  fonc- 
tions indirectes  proprement  dit,  est  toujours des« 
tiné  y  ainsi  que  dans  les  conceptions  de  Leïbniti 
et  de  Nev^ton ,  à  éliminer  ces  iéris^es  employées 
comme  auxiliaires  ^  pour  déduire  de  leurs  rela- 
tions les  équations  correspondantes  entre  les  gran- 
deurs primitives. 

L'analyse  transcendante  n'est  alors  autre  chose 
qu'une  simple  extension  très-considérable  de  l'a- 
ualyse  ordinaire.  C'était  déjà  depuis  long-temps 
un  procédé  familier  aux  géomètres,  que  d'intro- 
duire* d^ms  les  considérations  analytiques,  au 
lieu  des  grandeurs  mêmes  qu'ils  avaient  à  étudier, 
leurs  diverses  puissances^  ou  leurs  logarithmes,  ou 
leurs  sinus,  etc.^  afin  de  simplifier  les  équations, 
et  même  de  les  obtenir  plus  aisément.  La  </e/vW/* 
tion  successive  est  un  artifice  général  de  la  même 
nature,  qui  présente  seulement  beaucoup  plus 
detendue,et  procure,  en  conséquence,  pour  ce  but 
commun,  des  ressources  bien  plus  importantes. 

Mais^  quoiqu'on  conçoive  sans  doule  a  priori 
que  la  considération  auxiliaire  de  ces  dérivées, 
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'  faciliter  IcUihlis 


(les  é<{Ui 


KpiatioDS  ,  il 
n'est  pas  aisé  d'expliquer  [loitrijuoi  <x'la  doit  é\n'. 
nécessairemeot  d'apiM  le  mode  de  dérivation 
adopté  plutât  (juc  suivant  toute  autre  trausfor- 
matioii.  Tel  est  le  c6\é  faible  d^  la  grande  pensée 
de  Lagrange.  On  n'est  point,  un  effet ,  réellemeol 
parvenu  jusqu'ici  à  saisir  en  général  d'ime  ma- 
nière abstraite,  et  sans  rentrer  dans  les  autres 
conceptions  de  t'analyse  transceadanle ,  les  avan- 
tages précis  que  doit  constamment  prësenler,  par 
sa  nature  ,  cette  analyse  ainsi  conçue ,  puur  la 
recherche  des  lois  malhématiqiies  des  phëno- 
mènes.  Il  est  seulement  possible  de  les  constater, 
j^nt  séparément  chaque  question  prin- 
lénihlc. 
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pie  caractère  gëomëtrique^  aiiailogue  aux  défini- 
lions  des  anciens,  d'être  une  droite  telle  qa^entre 
elle  et  la  courbe  il  ne  peut  passer,  par  le  point 
de  contact  y  aucune  autre  droite*  Dès  lors, 
pour  en  déterminer  la  direction»  il  faut  chercher 
1  expression  générale  de  sa  distance  à  la  courhe , 
dans  an  sens  quelconque,  dans  celui  de  l'or* 
donnée  y  par  exemple ,  en  un  second  point  dis^ 
tinct  du  premier,  et  disposer  de  la  constante  ar- 
bitraire relative  à  Tinclinaison  de  la  droite  y  qui 
entrera  nécessairement  dans  cette  expression,  de 
manière  à  diminuer  cet  écartement  le  plus  pos- 
siUe.  Or  y  celte  dislauce  étant  évidemment  ^alc 
à  la  différence  des  deux  ordonnées  de  la  courbe 
et  de  la  droite  qui  correspondent  à  une  même 
nouvelle  abcisse  x+h ,  sera  représentée  par  la 
formule 

(/'(*)— ^)  M-yA"-f-  rh^^  etc., 


où  i  désigne,  comme  ci-dessus,  la  tangente  trigo- 
nométriquc  inconnue  de  l'angle  que  fait  avec  l'axé 
des  (a:),  la  droite  cherchée,  el^  (x),  la  fonction 
dérivée  de  Tordonnée  /(x).  Gela  posé^  il  est  aisé 
de  voir  qu'en  disposant  de  /  de  façon  à  annuler 
le  premier  terme  de  la  formule  précédente,  on 
aura  rendu  l'intervalle  des  deux  lignes  le  plu« 
petit  possible,  tellement  que  toute  autre  droite 
pour  laquelle  é  n'aurait  point  la  valeur  ainsi  dé- 
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termince ,  s'écarterait  nëccssairemeut  davantage 
de  la  coiirl)e  proposée.  On  a  donc,  pour  la  direc- 
tion de  In  tangente  chcrchce ,  l'expression  génë- 
lalc  t=f'  {x);  résultat  exactement  équivalent  à 
ceux  i|ue  l'ourDissent  la  méthode  infinitésimale , 
et  la  méthode  des  limites.  Il  restera  maintenant^ 
dans  chaque  courbe  particulière ,  à  trouver 
/  "  {x)  ,  ce  qui  est  une  pure  question  d'analyse , 
t()iit-à-tait  identique  avec  celles  que  prescrivent 
alors  les  autres  méthodes. 

Apics  avoir  suilisamment  considéré  dans  leur 
ensciiiblc  les  principales  conceptions  générales 
successivement  produites  jusqu'ici  pour  l'analyse 
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artifice  logique  général ,  que  j'ai  caractérisé  dans 
la  quatrième  leçon  ,  savoir  :  l'introduction  d'un 
certain  système  des  grandeurs  auxiliaires^  unifor- 
mément corrélatives  à  celles  qui  sont  l'objet  pro- 
pre de  la  question,  et  qu'on  leur  substitue  ex- 
pressément pour  faciliter  l'expression  analytique 
des  lois  mathématiques  des  phénomènes,  quoi- 
qu'elles doivent  finalement  être  éliminées,  à  l'aide 
d  un  calcul  spécial.  C'est  ce  qui  m'a  déterminé  à 
définir  n^ulièrement  l'analyse  transcendante  le 
calcul  des  fonctions  indit^ectes  y  afin  de  marquer 
son  vrai  caractère  philosophique,  en  écartant 
louti*  discussion  sur  la  manière  la  plus  convcna- 
hle  de  la  concevoir  et  de  l'appliquer.  Leffct  gé- 
néral de  celte  analyse,  quelle  que  soit  la  méthode 
employée,  est  donc  de  faire  rentrer  beaucoup 
plus  promptement  chaque  question  mitliémati- 
que  dans  le  domaine  du  calcul ^  et  de  diminuer 
ainsi  considérablement  la  difficulté  capitale  que 
présente  ordinairement  le  passage  du  concret  à 
l'abstrait.  Quoiqu'on  fasse ^  on  ne  {)eut  espérer 
que  h'  calcul  s'empare  jamais  de  chaque  question 
de  philosophie  naturelle,  géométrique,  ou  méca- 
nique ,  ou  thermologiquc ,  etc. ,  immédiatement 
à  sa  naissance,  ce  qui  serait  évidemment  contra- 
dictoire. Il  y  aura  constimment  dans  tout  pro- 
blème^ un  certain  travail  préliminaire  à  effectuer 
sans  que  le  calcul  puisse  être  d'aucun  secours , 
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cl  qui  lie  saurait  être,  par  5:1  nature ,  assujéti  ù 
«les  régies  abstraites  et  invariables  ;  c'est  celui  quî 
a  pour  objet  propre  l'établissement  des  é(}iintions, 
([uisont  le  point  de  départ  indispensable  de  toutes 
les  rcchercbes  analytiques.  Mais  cette  dlaboration 
préalable  a  c'ié  singulièrement  simplifiée  par  la 
rrcatioii  de  l'analyse  transcendante,  qui  a  ainsi 
bâté  l'époque  01^  la  solution  comporte  l'upplica- 
(ion  uniforme  et  précise  de  procédés  généraux  et 
abstraits;  en  réduisant,  dans  chaque  cas ,  ce  tra- 
vail spcciid  .'1  la  rcchcrcbe  des  équations  entre  les 
f^randeurs  auxiliaires,  d'où  le  cilcul  conduiten- 
suite   aux    équations   directement   relatives   aux 
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troduites  sultsidiairement^  sont  cxactemenl  idcii- 
liques  dans  les  trois  méthodes ,  qui  ne  diffèrent , 
par  conse'qucnt ,  que  par  la  manière  de  les  envi- 
sager. C'est  ce  qu'on  peut  aisément  constater  , 
en  prenant  pour  terme  général  de  comparaison 
une  quelconque  des  trois  conceptions,  celle 
de  Lagrange  surtout ,  la  plus  propre  à  servir  de 
typCy  comme  étant  la  plus  dégagée  de  considéra- 
tions étrangères.  N'est-il  pas  évident»  par  la  seule 
définition  des  Jonctions  dérivées,  qu'elles  ne  sont 
autre  chose  que  ce  que  Leïbnitz  appelle  les  coëf- 
Jiciens  différentiels^  ou  les  rapports  de  Ij  diffé- 
rentielle de  chaque  fonction  à  celle  de  la  varia- 
ble correspondante ,  puisque ,  en  déterminant  la 
première  différentielle^  on  devra  ,  par  la  nature 
même  de  la  méthode  infinitésimale,  se  borner  à 
prendre  le  seul  terme  de  laccroissement  de  la 
fonction  qui  contient  la  première  puissance  de 
l'accroissement  infiniment  petit  de  la  variable? 
De  même,  la  fonction  dérivée  n  est-elle  pas  aussi 
par  sa  nature,  la  limite  nécessaire  vers  laquelle 
tend  le  rapport  entre  1  accroissement  de  la  fonc- 
tion primitive  et  celui  de  sa  variable ,  à  mesure 
que  ce  dernier  diminue  indéfiniment,  puisqu'elle 
exprime  évidemment  ce  que  devient  ce  rapport, 
en  supposant  nul  raccroissement  de  la  variable. 

Ce  qu'on  désigne  par  j^daus  la  méthode  de  Leïb- 
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iiit7. ,  ce  qu'on  devrait  noter  /.  j^  dans  celle  de 
Neivlou,  et  ce  qoe  Lagrange  a  indi.pié  par/'(jc), 
I  st  loujoiirs  une  même  loiiction  ,  envisagée  sous 
trois  poinis  de  vue  differens;  les  considérations 
de  LeïLiiit/,  et  de  Newton ,  consistant  proprement 
à  faire  connaître  deux  propriétés  générales  néces- 
siiires  de  la  lonction  dérivée.  L'analyse  transcen- 
dante, examinée  abstraitement,  et  dans  son  prin- 
cijie,  csL  donc  toujours  la  même,  quelle  que  soit 
la  ronccplloii  qu'où  adopte:  les  procédés  du  cal- 
cul des  fondions  indirectes  sont  nécessairement 
identiques  dans  ces  diverses  méthodes  ,  qui,  pa- 
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équation»  entre  let  grandeurs  auxiliaires.  C'est 
à  aon  mage  que  nous  devons  la  haute  perfection 
qu'ont  enfin  acquise  toutes  les  théories  g^oâvles 
de  la  géométrie  et  de  la  mécanique.  Quelles  que 
soient  les  diTerscs  opinions  spéculatives  des  géo* 
mètres  sur  la  méthode  infinitésimale  ^  envisagée 
ahttraitement ,  tous  s'accordent  tacitement  k  l'em- 
ployer de  prérércnce,  aussitôt  qu'ils  ont  à  traiter 
une  question  nouvelle^  afin  de  ne  point  compli- 
quer la  difficulté  nécessaire  par  cet  obstacle  pa- 
rement artificiel ,  provenant  d'une  obstination 
déplacée  k  vouloir  suivre  une  marche  moins  cx- 
péditive.  I^grange  lui-méme>  après  avoir  recon- 
struit sur  de  nouvelles  bases  l'analyse  transcen- 
dante ,  a  rendu ,  avec  cette  haute  franchise  qui 
convenait  si  bien  à  sou  génie,  un  hommage  écla- 
(aut  et  décisif  aux  propriétés  caracléristiques  de 
la  conception  de  Lcïbnitz ,  en  la  suivant  exclu- 
sivement dans  le  système  enlicr  de  la  mécanùfue 
analytique.  Un  tel  fait  nous  dispense,  à  ce  sujet, 
de  toute  autre  réflexion. 

Mais  quand  on  considère  en  elle-même,  ei 
sous  le  rapport  logique ,  la  conception  de  Leïh- 
iiitZj  on  ne  peut  s'empdcher  de  reconnaître  avec 
lâgrauge  qu'elle  est  radicalement  vicieuse ,  en'  ce 
que,  suivant  ses  propi'es  expressions ,  la  notioiii 
des  infiniment  petits  est  une  idée  fausse  ,  qu'il 
csl  impossible  ,  en  cH'et ,  de  se  représenter  nette- 
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ment  ,  r[uoi<|u'un  se  fiissc  qucl([uefois  illiuion  S 
cet  ^nl.  L'analynQ  trRnscen<lanto,.iinni  conçue, 
préscute,  à  mci  yeux,  cetli'  (grande  imperfection 
pliilosojjliiqitc,  de  »c  trouver  tncorc  cssentieUe- 
nwnt  i'oiidéc  Mir  ces  piincipes  me(it]ihy»iqucs  , 
doiit  l'esprit  hiiHUHii  a  eu  tant  (le  iirincÀ  dégager 
toutpR  SOS  théories  positives.  Sous  ce  rapport,  on 
peut  (liri!  ijtiu  la  méthode  infinitésimale  porte 
vraiment  l'eiupreinlc  caratléiisiiqne  de  l'^poqtic 
de  sa  fondation  ,  et  du  génie  p»opr  de  son  fon- 
diilenr.  On  [imit  bion  ,  il  est  vrai ,  par  l'in^nù^use 
idée  iliî  la  compensation  dt«  erreur»,  s'expliquer 
d'une  manière  et^niirale  .  eoumic  nous  1  avons  fait 
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proprement  dite  dans  celle  des  limites,  dont  le 
caractère  logique  est  irréprochable.  D'ailleurs , 
une  telle  transformation  enlève  presqu'cntière- 
ment  à  la  conception  de  Leïbnitz  les  avantages 
essentiels  qui  la  recommandent  si  éminemment , 
quant  à  la  facilité  et  à  la  rapidité  des  opération . 
intellectuelles. 

Enfin  n'cût-on  même  aucun  égard  aux  impor- 
tantes considérations  qui  précèdent,  la  méthode 
infinitésimale  n'en  présenterait  pas  moins  évidem- 
ment ,  par  sa  nature^  ce  défaut  capital  de  rompre 
l'unité  de  la  mathématique  abstraite,  en  créant 
un  calcul  transcendant  fondé  sur  des  principes 
si  différens  de  ceux  qui  servent  de  base  à  1  ana- 
lyse ordinaire.  Ce  parta/^e  de  lanalvse  en  deux 
mondes  presque  indépendans^  tend  à  empêcher 
la  formation  de  conceptions  analytiques  vérita- 
blement générales.  Pour  en  bien  apprécier  les 
conséquences,  il  faudrait  se  reporter,  par  la  pen- 
sée ,  à  rélat  dans  lequel  se  trouvait  la  science  ; 
avant  que  Lagrange  eut  établi  entre  ces  deux 
grandes  sections  une  harmonie  générale  et  dé- 
finitive. 

Passant  à  la  conception  de  Newton  ,  il  est  évi- 
dent que,  par  sa  nature ,  elle  se  trouve  î\  l'abri 
des  objections  logiques  fondamentales  que  pro- 
voque la  méthode  de  Leïbnitz.  La  notion  des  //- 
mites  est,  en  effet,  remarquable  par  sa  neiten* 
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et  par  sa  justesse.  Dan&  l'aDalyse  Lranscendante 
présentce  de  cette  manière,  les  équations  sont 
t'uvisagces  comme  exactes  dès  l'origine  ,  et  les 
lègles  générales  du  raisonnement  sont  aussi 
constamment  observées  que  dans  l'analyse  ordi- 
naire. Mais,  d'un  autre  colé,  elle  est  bien  loin 
d'otrrir,  [)ciur  la  solution  des  problèmes,  d'aussi 
puissantes  ressources  que  la  méthode  infinitési- 
niale.  Cette  obligation  qu'elle  impose  de  necon- 
sidéicr  jamais  les  accroissemeiis  des  grandeurs 
séparément  et  en  eux-mêmes,  ni  seulement  dans 
leurs  rapports,  mais  uniquement  dans  les  limites 
de    t  es    rapports   ralentit    considérablemenl    la 
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adoptant^  comme  plus  rationnelle,  la  méthocle  de 
Newton,  pour  servir  de  base  à  l'analyse  trans- 
cendante^ ont  dé{;uisë  en  partie  cette  infériorité, 
par  une  grave  inconséquence,  qui  consiste  à  ap- 
pliquer à  cette  méthode  la  notation  imaginée  par 
LeïbnitE  pour  la  méthode  infinitésimale ,  et  qui 
nest  r^Uement  propre  qu'à  elle.  En  désignant 

par  j-  ce  que ,  rationnellement ,  il  faudrait ,  dans 

la  théorie  des  limites,  noter  I^,  et  en  étendant 

à  toutes  les  autres  notions  analytiques  ce  dé- 
placement de  signes ,  on  se  propose  sans  doute 
de  combiner  les  avantages  spéciaux  des  deux 
méthodes  ;  mais  on  ne  parvient,  en  réalité,  qua 
établir  entr'cUes  une  confusion  vicieuse  ,  dont 
l'habitude  tend  à  empéclier  de  se  former  des 
id^s  nettes  et  exactes  de  l'une  ou  de  l'autre.  Il 
serait  sans  doute  étrange,  à  considérer  cet  usage 
en  lui-même,  que,  par  le  seul  moyen  des  signes, 
on  pût  effectuer  une  véritable  combinaison  entre 
deux  théories  générales  aussi  distinctes. 

Enfin  la  méthode  des  limites,  présente  aussi , 
quoiqu'à  un  moindre  degré,  l'inconvénient  majeur 
que  j'ai  signalé  ci-dessus,  dans  la  méthode  infi- 
nitésimale, d'établir  une  séparation  totale  entre 
l'analyse  ordinaire  et  l'analyse  transcendante. 
Ca^'  l'idée  des  limites ,  quoique  nette  et  rigou- 
reuse, n'en  est  pas  moins,  par  elle-même,  comme 
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Lafijrange  l'a  remarqué,  une  ulee cirangère,  don! 
les  tlieorics  analytiques  ne  devraient  pas  se  trou- 
vée dépendantes. 

Celle  iinilé  {larfaite  de  l'analyse,  ce  caraelère 
puteiueiit  ahslrait  de  ses  notions  f'ondameiitaies, 
se  irouvonL  au  plus  haut  degrc  dans  ia  concep- 
tion de  Lai^rangc,  et  ne  se  trouvent  que  là.  Elle 
est,  pour  CL'Lte  raison,  la  plus  rationnelle  et  la 
plu.s  philosophique  de  toutes.  Ecartant  avec  soin 
touii'considtfralionhétifrogène,  Ligrangeari^duit 
l'analyoc  iiMiiscendanlc  à  son  vérîUihle  caractère 
propre,  celui  d'offrir  iiuc  classe  très- étendue  de 
tiau^foiniaLiuiis  analytiques,  à  l'aide   desquelles 
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aofihiqiie  «or  Umties  les  aatres  méthodes  propo^ 
aéesi  présente  dans  son  état  actael>  trop  dé  dif- 
ficultés, quant  au&  qiplications ,  lorsqu'on  la 
compare  à  la  conception  de  Newton ,  et  surtout 
à  celle  de  Ldbnita ,  pour  pouvoir  être  encore  ex- 
dusivement  adoptée.  Lagrange  lui-même ,  n'est 
parvenu  que  très^péniblement  à  retrouver,  d  après 
sa  méthode ,  les  résultats  principaux  déjà  obtenus 
par  la  méthode  infinitésimale  pour  la  solution 
des  questions  générales  de  géométrie  et  de  mé- 
canique; on  peut  juger  par  là  combien  on  trou* 
verait  d'obstacles  à  traiter,  de  la  même  manière, 
des  questions  vraiment  nouvelles  et  de  quelque 
importance*  Il  est  vrai  que  Lagrange ,  en  plu- 
sieurs occasions,  a  montré  que  les  difficultés, 
même  articielles,  déterminent ,  dans  les  hommes 
de  génie,  des  efforts  supérieurs,  susceptibles  de 
conduire  à  des  résultats  plus  étendus.  C'est  ainsi 
qu'en  tentant  d'adapter  sa  méthode  à  l'étude  de  la 
courbure  des  lignes,  qui  paraissait  si  peu  pouvoir  en 
comporter  l'application  ,  il  sest  élevé  à  cette  belle 
théorie  des  contacts,  qui  a  tant  perfectionné  cette 
partie  importante  de  la  géométrie.  Mais ,  malgré 
ces  heureuses  exceptions ,  la  conceplion  de  La- 
grange n'en  est  pas  moins  jusqu'ici  demeurée, 
dans  son  ensemble,  essentiellement  impropre  aux 
applications. 
•Le  résultat  final  de  la  comparaison  gériéralc 
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que  je  viens  d'esqnisser,  et  qui  exigerait  de  plu« 
amples  développemens,  est  donc,  comme  je  l'a- 
vais avaacé  en  cooimcnçant  cette  leçon ,  qoc , 
pour  connaître  réellement  l'analyse  transceu- 
dante,  il  faut  non-seulemenl  la  considérer,  dans 
son  principe  ,  d'après  les  trois  conceptions  fon- 
damentales distinctes,  produites  par  LeïbniU, 
piir  Newton,  et  par  Lagraoge,  mais,  en  outre, 
s'habituera  suivre presqu'indifféremraent  d'âpre 
ces  trois  méthodes  principales,  et  surtout  d'après 
les  deux  cslrèmes ,  la  solution  de  toutes  les  ques- 
tions importantes,  soit  du  calcul  des  fonctions 
indirectes  en  lui-même,  soit  de  ses  applications. 
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fonctions  indirectes,  d'après  les  principales  con- 
ceptions fondamentales  dont  il  est  susceptible , 
il  me  reste  maintenant  à  considérer,  dans  la  leçon 
suivante,  la  division  rationnelle  et  la  composition 
générale  de  ce  calcul. 
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SEPTIEBIE  LEÇON. 


Sommaire.  Tableau  général  du  calcul  des  Fonctions  indirectes. 

Par  suile  des  considérations  exposées  dans  la 
leçon  précédente  j  on  conçoit  que  le  calcul  des 
fonctions  indirectes  se  divise  nécessairement  en 
deux  parties ,  ou  y  pour  mieux  dire  y  se  décom- 
pose en  deux  calculs  tout-à-fait  distincts^  quoi- 
que, par  leur  nature,  intimement  liés;  suivant 
qu'on  se  propose  de  trouver  les  relations  entre  les 
grandeurs  auxiliaires,  dont  l'introduction  con- 
stitue l'esprit  général  de  ce  calcul ,  d'après  les 
relations  entre  les  grandeurs  primitives  corres- 
pondantes; ou  qu'on  cherche,  en  sens  inverse  , 
à  découvrir  ces  équationsdircctes  d'après  les  équa- 
tions indirectes  établies  immédiatement.  Tel  est , 
en  effet,  le  double  objet  qu'on  a  continuellement 
on  vue  dans  l'analyse  transcendante. 

Ces  deux  calculs  ont  reçu  différons  noms ,  se- 
lon le  point  de  vue  sous  lequel  a  été  envisagé  l'en- 
^mble  de  cette  analyse.  La  méthode  infini tési- 
TOME  I.  19 
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iiinle  proprement  dite  étant  jusqu'ici  la  plus  usr- 
lôc  .  pailos  misons  ([ue  j'ai  discutées,  presque  tous 
li'.s  géomètres  du  coDtiiicDl  emploient  hubituel- 
Icnicnl,  pour  désigner  ces  deux  calculs  ,  les  dé- 
iiiiriiin;Uioi]s  de  calcul  différentiel  et  de  calcul 
intégrât,  établies  par  Lcïbnitz,  et  qui  sont ,  en 
(■iri>t,  ili's  ronséquences  tr^s- rationnelles  de  sa 
riKicepliun.  Newton,  d'après  sa  mélhode,  a  nom- 
mé le  premier,  le  calcul  desjbixions,  et  le  second 
li>  calcul  lies  Jliwnfes  ,  expressions  communé- 
ment adopléi-a  en  Angleterre.  Enfin  ,  en  suivant 
la  Ihéoric  éminemment  philosophique  fondée  par 
f-a(^-.in^,  fin  appellerait  l'un,  le  calcul  des 
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L'art  de  l'iat^raiioa  consiste  ensuite  essentielle- 
ment  à  ramener,  autant  que  possible^  tous  les  au- 
tres cas  k  ne  dépendre  finalement  que  de  ce  petit 
nombre  d'intégrations  fondamentales.    . 

En  considérant  l'ensemble  de  l'analyse  trans- 
cendante,  tel  que  je  l'ai  caractérisé  dans  la  leçon 
précédente ,  ou  ne  voit  pas  d'abord  quelle  peut 
être  Futilité  propre  du  calcul  difTérentiel ,  indé  - 
pendamment  de  cette  relation  nécessaire  avec  Je 
calcul  intégral ,  qui  semble  devoir  être ,  par  lui- 
même  f  le  seul  directement  indispensable.  En  ef- 
fet» l'élimination  dos  infinitésimales  ou  des  déri- 
vées y  introduites  comme  auxiliaires  pour  faciliter 
l'établissement  des  équations»  constituant»  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  ,  l'objet  définitif  et  invaria- 
ble du  calcul  des  fonctions  indirectes  ;  il  est  na- 
turel de  penser  que  le  calcul  qui  enseigne  à  dé- 
duire des  équations  entre  ces  grandeurs  auxil  iaires» 
celles  qui  ont  lieu  entre  les  grandeurs  primitives 
elles-mêmes ,  doit  strictement  suffire  aux  besoins 
généraux  de  lanalyse  transcendante  »  sans  qu'on 
aperçoive  9  au  premier  coup-d'œil ,  quelle  part  spé- 
ciale et  constante  peut  avoir,  dans  une  telle  ana- 
lyse, la  solution  delà  question  inverse.  Ce  serait 
abusivement  que ,  suivant  l'usage  ordinaire»  pour 
expliquer  l'influence  directe  et  nécessaire  propre 
au  calcul  différentiel ,  on  lui  assignerait  la  desti- 
nation de  former  les  équations  différentielles ,  d'où 

»9- 
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le  calinil  intégral  fait  parvenir  ensuite  aux  équa- 
tions Bnies.  Car  la  formation  primitive  des  équa- 
tions différentiel  les  n'est,  et  ne  peut  être  ,  à  pro- 
.  pieniontparler,  l'objetd'aucun  calcul .  puisqu'elle 
constitue,  au  contraire,  par  sa  nature,  le  point 
dcdéjnrt  indispensabtede  tout  calcul  quelconque. 
Comment ,  en  particulier,  le  calcul  différentiel 
(jui ,  par  lui  -  même,  se  réduit  h  enseigner  les 
moyens  de  difféientier  les  diverses  équations  , 
pouLTail-il  être  un  procédé  général  pour  en  éu- 
blir?  Ce  c[ui ,  dans  toute  application  de  l'analyse 
transcendante,  facilite  en  efiet  la  furmation  des 
équations ,  c'est  la  méthode  infinitésimale  ,  et  non 
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relation ,  telle  que  je  la  conçois,  et  montrer  que^ 
dans  chaque  application  quelconque  de  l'analyse 
transcendante ,  une  première  part  directe  et  néces- 
saire est  constamment  assignée  au  calcul  diflTë^ 
rentiel. 

En  formant  les  équations  différentielles  d'un 
phénomène  quelconque ,  il  est  bien  rare  qu'on  se 
borne  à  introduire  différentiellement  les  seules 
grandeurs  dont  on  cherche  les  relations.  S'impo- 
ser cette  condition ,  ce  serait  diminuer  inutile- 
ment les  ressources  que  présente  l'analyse  trans- 
cendante pour  l'expression  des  lois  mathématiques 
des  phénomènes.  I^e  plus  souvent  on  fait  entrer 
aussi  par  leurs  différentielles ,  dans  ces  équations 
premières  y  d'autres  grandeurs  y  dont  la  relation 
est  déjà  connue  ou  supposée  l'être  y  et  sans  la  con- 
sidération desquelles  il  serait  fréquemment  im- 
possible d'établir  les  équations.  C'est  ainsi  y  par 
exemple ,  que  dans  le  problème  général  de  la  rec- 
tification des  courbes  >  l'équation  différentielle , 

ds'  =  dy^  -h  dx^y  ou  ds'  =  dx*  +  dy*  +  di% 

nest  pas  seulement  établie  entre  la  foriction  cher- 
chée s  et  la  variable  indépendante  x  à  laquelle  on 
veut  la  rapporter  ;  mais  on  a  introduit  en  même 
temps  y  comme  intermédiaires  indispensables ,  les 
Jiffércntielles  d'une  ou  deux  autres  fonctions  y 
f"i  z  y  qui  sont  au  nombre  des  données  du  pro- 
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lilème  :  il  Ji'cùt  pas  élé  |iossible  de  former  inmié- 
iJiatetnetit  I équation  entre  ds  et  </jr,qui  serait 
d'ailleurs  particulière  à  chaque  courbe  considecëe. 
li  en  cal  de  même  poor  la  plupart  des  questions. 
Or,  dans  ces  cas  ,  ÎI  est  cvidoiit  que  l'équalioii 
diflcrGiitîelle  n'est  pas  immédialtmeiit  propre  ù 
I  uitt'|;r3lion.  Il  faut,  auparavant,  que  les  difie- 
renlielles  des  lonctions  supposées  connues  ,  qui 
ont  Clé  cniployêes  comme  intermédiaires,  soient 
entièrement  éliminées,  afin  que  les  équations  M 
trouvent  établies  entre  les  ditlërcntiellesdes  seules 
fonctions  cbcrchéos  et  celles  des  variables  rëelle- 
ment  indépendantes  ,    après  quoi  la  question  ue 
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parvenue  a  ce  point ,  réliminalion  des  iiifinitési- 
luales  ne  peut  plus  être  achevée  que  par  le  calcul 
int^^ral. 

Tel  est  donc  l'office  général  uécessaireuieut 
propre  au  calcul  difierentiel  dans  la  solution  to- 
tale des  questions  qui  exigent  l'emploi  de  1  ana- 
lyse transcendante  :  pi^éparcr,  autant  que  possible^ 
Télimlnation  des  infinitésimales,  c'est-à-dire  ré- 
duire, dans  chaque  cas,  les  éi|uatious  difiercn- 
Uelles  primitives  à  ne  plus  contenir  que  les  dififé- 
rcntielles  des  variables  réellement  indépendantes 
et  celles  des  fonctions  cherchées  ,  en  faisant  dis- 
paraître, par  la  dificrcntiation,  les  différentielles 
de  toutes  les  autres  fonctions  connues  qui  ont  pu 
être  prises  pour  intermédiaires  lors  de  la  forma- 
tion des  équations  différentielles  du  problènu'. 

Pour  certaines  questions  ,  qui ,  quoiqu'en  petit 
nombre,  n'en  ont  pas  moins,  ainsi  que  dous  le 
verrons  plus  tard  ,  une  très-grande  importance  , 
les  grandeurs  cherchées  se  trouvent  même  entrer 
directement ,  et  non  ])ar  leurs  différentielles  , 
dans  les  équations  différentielles  primitives,  qui  ne 
contiennent  alors  difiérentiellement  que  les  di- 
verses fonctions  connues,  employées  conune  in- 
termédiaires diaprés  l'explication  précédente.  Ces 
cas  sont ,  de  tous,  les  plus  favorables,  car,  il  est 
évident  que  le  calcul  différentiel  suffit  alors  en- 
tièrement à  l'élimination  complète  <les  infinilési- 
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maies ,  sans  que  la  question  puisse  donner  lieu  k 
aucune  intégration.  Cest  ce  qui  arrive ,  par  exem- 
ple ,  dans  le  problème  des  tangentes ,  en  géoiné- 
tric  ;  dans  celui  des  vitesses ,  en  mécanique,  etc. 
Enfin  ^  plusieurs  autres  questions ,  dont  le  nom- 
bre est  aussi  fort  petit ,  mais  dont  l'importance 
n'est  pas  moins  grande ,  présentent  un  second  cas 
d'exception,  qui  est,  par  sa  nature,  exactement 
l'inverse  du  précédent.  Ce  sont  celles  où  les 
équations  différentielles  se  trouvent  être  immé- 
diatement propres  à  l'intégration,  parce  qu'elles 
ne  contiennent,  dès  leur  première  formation, 
que  les  infinitésimales  relatives   aux  fonctions 
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ment  propre  à  rint^ration  aussitôt  cpi'on  aura 
éliminé  y  d  après  l'équation  de  la  coui*be  proposée, 
la  fonction  intermédiaire^ ,  qui  n'y  entre  point 
différentiellement  :  la  même  circonstance  a  lieu 
pour  le  problème  des  cubatures  j  et  pour  quelques 
autres  aussi  essentiels. 

En  résultat  général  des  considérations  précé- 
dentes,  il  faut  donc  partager  en  trois  classes  les 
questions  mathématiques  qui  exigent  l'emploi 
de  l'analyse  transcendante:  la  première  classe 
comprend  les  problèmes  susceptibles  d'être  en- 
tièrement résolus  au  moyen  du  seul  calcul  di  iTé* 
rentiel,  sans  aucun  besoin  du  calcul  intégral; 
la  seconde^  ceux  qui  sont,  au  contraire,  entiè- 
rement du  ressort  du  calcul  intégral  y  sans  que  le 
calcul  difTércntiel  «lit  aucune  part  à  leur  solution  ; 
enfin  y  dans  la  troisième  et  la  plus  étendue ,  qui 
constitue  le  cas  normal  y  les  deux  autres  n'étant 
qued^exception,  les  deux  calculs  ont  successive- 
ment une  part  distincte  et  nécessaire  à  la  solution 
complète  du  problème,  le  calcul  différentiel  fai- 
sant subir  aux  équations  différentielles  primitives, 
une  préparation  indispensable  à  l'application  du 
calcul  intégral.  Telles  sont  exactement  les  rela- 
tions générales  de  ces  deux  calculs ,  dont  ou  se 
forme  communément  des  idées  trop  peu  précises. 

Jetons  maiulciianl  un  coup-d'œil  général  sur 
la  composition   ralioiiclle  de  rhacun  deux,    en 
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coiiiniciiçant,  comme  il  convicoi  évifleauueul , 
par  Je  calcul  diffërenliel . 

Dans  l'exposition  de  l'tmalyse  transcendante,  ou 
a  riialiitude  de  mêler  à  la  partie  purement  analy- 
tique, qui  se  réduit  au  traite  abstrait  de  la  difie- 
rcnliittioii  et  del'int^ration,  l'étude  de  ses  diverseii 
applications  principales  ,  surtout  de  celles  qui 
coiiccruent  la  géométrie.  Cette  confusion  d'idées, 
qui  (.-st  une  suite  du  mode  effectif  suivant  lequel 
la  science  s'est  développée,  présente,  sous  le  rap- 
port do};matique,  de  graves  inconvéntcns  en  ce 
qu'elle  empêche  de  concevoir  convenablement, 
soit  l'analyse,  soit  la  géométrie.  Devant  considérer 
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fonctions  analytiques  qu41  s'agit. de  diiférentier 
sont  explicites  ou  implîciles;  d'où  deux  parties 
ordinairement  désignées  par  les  nonis  de  différent 
tiation  des  formules  et  différentiation  des  équa- 
tions. Il  est  aisé  de  concevoir  à  priori  l'impor- 
tance de  cette  classification.  Eu  effet,  une  telle 
distinction  serait   illusoire  si  l'analyse  ordinaire 
était  parfaite  i  c'e^t-à-dire  9  si  l'on  savait  résoudre 
algébriquement  toutes  les  équations;  car  alors  il 
serait  possible  de  rendre  explicite  toute  fonction 
implicite]  et,  en  ne  la  différentiant  que  dans  cet 
état  j  la  seconde  partie  du  calcul  différentiel  ren- 
trerait immédiatement  dans  la  première,   sans 
donner  lieu  à  aucune  nouvelle  dilBculté.  Mais  la 
resolution  algébrique  des  équations  étant,  comme 
nous  l'avons  vu,  encore  presque  dans  l'enfance ,  et 
ignorée  jusqu'à  présent  pour  le  plus  grand  nombre 
des  cas ,  on  comprend  qu'il  en  doit  être  tout  au- 
trement; puisqu'il  s'agit  dès  lors  ,  à  proprement 
parler,  de  différentier  une  fonction  sans  la  con- 
naître ,  bien  qu'elle  soit  déterminée.  La  différen- 
tiation des  fonctions  implicites  constitue  donc , 
par  sa  nature,  une  question  vraiment  distincte 
de  celle  que  présentent  les  fonctions  explicites, 
et  nécessairement  plus  compliquée.  Ainsi  c'est 
évidemment  par  la  différentiation  des  formules 
qu'il  faut  commencer,  et  on  parvient  ensuite  à 
ramener  généralement  à  ce  premier  cas  la  diffé- 
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renliation  des  équations ,  par  certaines  coDsidé- 
ralioii»  analytiques  iovariables,  que  je  ne  <lois 
pas  mnn  lion  lier  ici. 

Ces  deux  cas  généraox  de  la  difTérentiation  sont 
encore  distincts  sous  un  autre  rapport  paiement 
uécessaire,  et  trop  important  pour  que  je  Q^îge 
de  le  signaler.  La  relation  obtenue  entre  les  diffé- 
rentielles est  constamment  plus  indirecte ,  par 
rapport  à  celle  des  quantités  fmies ,  dans  la  diffé- 
reiitintion  des  fonctions  implicites  que  dans  celle 
des  fonctions  explicites.  On  sait,  en  effet ,  d'après 
les  considérations  présentées  par  L.agrange  sur  la 
formation  générale  des  équations  <UfférentieIles , 
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plus  modiâées  par  U  diffërenliation  que  les  fonc- 
lions  eiplici  les.  Nous  retrouverons  tout  à  l'heure 
celle  oonsidëralion  relativement  au  calcul  inté- 
gral f  où  elle  acquiert  une  importance  preponde- 
nulle. 

CShacune  des  deux  parties  fondamentales  du  cal- 
cul différentiel  se  subdivise  elle-même  en  deux 
théories  très-distincles ,   suivant  qu'il  s'agit  de 
différaitier  des  fonctions  à  une  seule  variable ,  ou 
des  fonctions  à  plusieurs  variables  indépendantes. 
Ce  second  cas  est,  par  sa  nature ,  tout-à-fait  dis- 
tinct du  premier,  et  présente  évidemment  plus  de 
complication ,  même  en  ne  considérant  que  les 
fonctions  explicites ,  et  à  plus  forte  raison  pour 
les  foulions  implicites.  Du  reste,  l'un  se  déduit 
généralement  de  Tautre ,  à  l'aide  d'un  principe 
invariable  fort  simple,  qui  consiste  à  regarder  la 
difiTérentielle  totale  d'une  fonction  en  vertu  des 
accroissemens  simultanés  des  diverses  variables 
indépendantes  qu'elles  contient,  comme  la  somme 
des  différentielles  partielles  que  produirait  l'ac- 
croissement séparé  de  chaque  variable  successi- 
vement, si  toutes  les  autresetaientconstantes.il 
faut ,  d'ailleurs^  soigneusement  remarquer  à  ce 
sujet  une  notion  nouvelle  qu'introduit,  dans  le 
système  de  l'analyse  transcendante ,  la  distinction 
des  fonctions  à  une  seule  varitible  et  à  plusieurs  : 
c'est  la  considération  de  ces  diverses  fonctions 
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(lorivtif's  spéciales,  relatives  à  chaquevariableiso- 
tetiiunt ,  ei  dont  le  nombre  croit  de  plus  en  plus 
à  niosiirc  que  l'ordre  de  la  dérivation  s'élève ,  et 
niiiisi  <[naiul  les  variables  sont  plus  multipliées.  U 
fil  rdsiilto  que  les  relations  difiëreitticlles  propres 
aux  l'onctioiis  de  plusieurs  variables,  sont ,  par 
Ifiii-  nature,  et  bien  plus  indirectes,  et  surtout 
bcRucoup  plus  indéterminées  que  celles  relatives 
niix  t'onctious  d'une  seule  variable.  Cela  est  prin- 
ci^uleuicnt  sensible  pour  les  fonctions  implicites 
(III,  au  lieu  des  simples  constantes  arbitraires  qne 
lelimiii.ition  lait  disparaître  quand  on  forme  les 
é(|iiHtio[is  différentielles  propres  aux  fonctions 
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Mcond  y  si  Ton  considère  que  la  même  imperfec- 
tion de  r^nalyse  ordinaire,  qui  empêche  de  con* 
Tcrtir  toute  fonction  implicite  en  une  fonction 
explicite  équivalente,   ne  permet  pas  davantage 
de  séparer  les  fonctions  qui  entrent  simultané- 
ment dans  un  système  quelconque  d'équations.  Il 
s  agi!  alors  de  différentier,  non-sculemcnt  sans 
savoir  résoudre  les  équations  primitives,   mais 
même  sans  pouvoir  effectuer  cntr'elies  les  élimi* 
nations  convenables ,  ce  qui  constitue  une  nouvelle 
difficulté- 
Tels  sont  donc  lenchaînement  naturel  et  la 
distribution   rationnelle    des    diverses    théories 
principales  dont  se  compose  le  traité  général  de 
la    différcntiation.  On  voit  que,  la  différentia* 
tiou  des   fonctions  implicites   se   déduisant  de 
celle  des  fonctions  explicites  par  un  seul  prin- 
cipe constant ,  et  la  diflférentiation  des  fonctions 
à  plusieurs  variables  se  ramenant ,  par  un  autre 
principe  fixe,  à   celle  des  fonctions  à  une  seule 
variable,   tout    le  calcul   différentiel  se  trouve 
reposer,  en  dernière  analyse ,  sur  la  différcntia- 
tion des  fonctions  explicites  à  une  seule  variable, 
In  seule  qui  s'exécute  jamais  directement.  Or,  il 
est  aisé  de  concevoir  que  cette  première  théorie, 
l»a.^  nécessaire  du  système  entier,  consiste  simple- 
ment dans  la  différcntiation  des  dix   fonctions 
simples,  qui  sont  les  clémens  uqifonnesde  toutes 
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nos  conitii  uni  sons  analytiques,  cl  (loiil  j'ai  pré- 
senté le  tableau  (4*  leçon,  page  173).  Car  lu 
(litTéreiitialion  des  fonctions  composées  se  déduit 
cvidemmout,  d'une  manière  immédiatL-  et  néces- 
saire, de  celle  des  fondions  simples  qui  les  con- 
stitueut.  C'est  donc  à  la  connaissance  de  ces  dix 
dilTérrnlit'Ilcs  fondamentales,  et  à  celle  des  deux 
principes  gcnéiaux.  ci-dessus  mentionnés,  qui  y 
ramènent  tous  les  autres  cas  possibles,  que  se  ré- 
duit, ;\  proprement  parler,  tout  le  (railéde  la 
ditrérentîalion.  On  voit,  par  la  combinaison  de 
efs  diverses  considérations,  combien  est  à  la  fois 
simple  et  parlait  le  système  entier  du  calcul  dif- 
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pour  d'autres.  Cette  question  est  main  tenant  ré- 
solue de  la  manière  la  plus  complète  et  la  plus 
simple  >  comme  toutes  celles  dont  se  compose  le 
calcul  différentiel  •  On  conçoit  aisément  l'impor- 
tance générale  qu'elle  doit  avoir  dans  les  applica- 
tions quelconques  de  l'analyse  transcendante^ 
dontelle  peut  être  considérée  comme  augmentant 
les  ressources  fondamentales,  en  permettant  de 
choisir,  pour  former  d'abord  plus  aisément  les 
équations  différentielles,  le  système  de  variables 
indépendantes  qui  paradtri^  le  plus  avantageux, 
bien  qu'il  ne  doive  pas  être  maintenu  plus  tard. 
C'est  ainsi ,  par  exemple,  que  la  plupart  des 
questions  principales  de  la  géométrie  se  résolvent 
beaucoup  plus  aisément  en  rapportant  les  lignes 
et  les  surfaces  à  des  coordonnées  rectilignes ,  et 
qu'on  peut  néanmoins  être  conduit  à  les  appli-* 
c|uer  à  des  formes  exprimées  analytiquement,  à 
l'aide  de  coordonnées /;oib//ie^ ,  ou  de  toute  autre 
manière.  On  pourra  commencer  alors  la  solution 
différentielle  du  problème  en  employant  toujours 
le  système  rectiligne,  mais  seulement  comme  un 
intermédiaire,  d'après  lequel,  par  la  théorie  .gé- 
nérale que  nous  avons  en  vue  ici ,  on  passera  au 
système  définitif,  qu'il  eût  été  quelquefois  im- 
possible de  considérer  directement. 

Dans  la  classification  rationnelle  que  je  viens 
d'exposer  pour  l'ensemble  du  calcul  différentiel, 
TOME  I.  20 
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uii  serait  iinturellemcot  tenté  de  signaler  une 
omission  {^rave,  puisque  je  n'ai  pas  soos-diviaé 
chacune  des  quatre  parties  essentiel  les  d'après  une 
antre  considération  générale,  qui  semble  d'abord 
turt  importante  en  ell(^-^1^mc,  celle  de  l'ordre  plus 
on  moins  clevc  de  la  difTérentiation.  Mais  il  est 
aise  de  comprendre  que  celte  distinction  n'a  au- 
cune influoncc  réelle  dans  le  calcul  différentiel, 
en  ce  qu'elle  n'y  donne  Iteu  à  aucune  difficulté 
nouvelle.  En  effet,  si  le  calcul  différentiel  n'était 
pas  rigoureusement  complet,  c'est-à-dire,  si  on 
ne  savait  point  différentier  indistinctement  toate 
Ibnclion  quelconque ,  la  diffcrcntîation  au  second 
nlre,  ou  à  un  ordre  suiicricur.  Ac  chaque  fonc- 


Uème  général  dans  le  traité  dt  la  différentiation. 
Nous  verrons  tout  à  llienreqùe  cette  distinction, 
qui  n'a  y  pour  ainsi  dire,  anéune  importance  dans 
le  calcul  différentiel  y  en  acquiert ,  au  contraire , 
une  très-grtndè  dans  \e  calcul  iiit^^ral ,  en  vertu 
de  l'extrême  imperfection  de  ce  dei^nier  calcul. 

Enfin,  quoique  j'aie  cru,  en  thèse  générale , 
ne  deifoir  nullement  envisager  en  dé  ihôment  les 
diverses  applications  principales  du  càîcui  difft^ 
rentid ,  il  convient  néanmoins  de  faire  une  otcep* 
tion  pour  celles  qui  consistent  dans  la  solution 
de  questions  purement  analytiques  ^  qui  doivent^ 
en  effet ,  être  rationnellement  placées  à  la  suite 
du  traité  de  la  différentiation  proprement  dite  ,  à 
cause  de  rhomc^énéité  éyidente  des  considéra- 
tions. Ces  questions  peuvent  se  réduire  à  trois 
essentielles:  i^  le  développement  en  séries  des 
fonctions  aune  seule  ou  à  plusieurs  variables ,  ou, 
plus  généralement,  la  transformation  des  fonc- 
tions, qui  constitue  la  plus  belle  et  la  plus  impor- 
tante application  du  calcul  différentiel  à  l'analyse' 
générale ,  et  qui  comprend ,  outre  la  série  fonda- 
mentale découverte  par  Taylor ,  les  séries  si  re* 
marquables  trouvées  par  Maclaurin ,  par  Jean  Ber- 
nouilli^  par  Lagrange,  etc.;  2^  la  théorie  géné- 
rale des  valeurs  maxima  et  minima  pour  les 
fonctions  quelconques  à  une  seule  ou  à  plusieurs 
variables ,  un  des  plus  intéressans  problèmes  que 

20. 
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[jiiisse  présenter  l'analyse,  quelque  éltimeulaire 
qu'il  soit  devenu  aujourd'hui ,  et  à  la  solution 
coniplèle  duquel  le  calcul  différentiel  s'applique 
trt's-naturellement;  3"*  enfin,  la  détermination 
générale  de  la  vraie  valeur  des  fonctions  qui  se 
présentent  sous  une  apparence  indéterminée  pour 
certaines  hvpoibèses  faites  sur  les  valeurs  des  va- 
riablfs  correspondantes ,  ce  qui  est  le  problème 
le  moins  étendu  et  le  moins  important  tics  trois, 
quoiqu'il  mérite  d'être  noté  ici.  La  première  ques- 
tion est,  sans  contredit,  la  principale  sons  tous 
les  rapports:  elle  est  aussi  la  plus  susceptible 
il'acquérir  dans  la  suite  une  extension  nouvelle  , 
u  tout  en  concevant .  d'une  manière  plus  largf 
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pide  du  tableau  syslématique  du  calcul  intégral 
proprement  dit^  c'est-à-dire  du  traite  abstrait  de 
rinl^ation. 

La  division  fondamentale  du  calcul  intégral  est 
fondée  sur  le  même  principe  que  celle  ci-dessus 
exposa  pour  le  calcul  différentiel ,  en  distinguant 
Tint^ration  des  formules  différen  tiellesexplicites^ 
et  Tint^ration  des  différentielles  implicites,  on 
des  équations  différentielles.  La  séparation  de  ces 
deux  cas  est  même  bien  plus  profonde  relative- 
ment à  Tintégiation  ,  que  sous  le  simple  rapport 
de  la  différentiation.  Dans  le  calcul  différentiel, 
eu  effet,  cette  distinction  ne  repose,  comme  nous 
l'avons  vu ,  que  siu-  l'extrême  imperfection  de  l'a- 
nalyse ordinaire.  Mais,  au  contraire,  il  est  aisé 
de  voir  que ,  quand  même  toutes  les  équations 
seraient  résolues  algébriquement,  les  équations 
différentielles  n'en  constitueraient  pas  moins  im 
cas  d'int^ation  tout-à-fait  distinct  de  celui  que 
présentent  les  formules  différentielles  explicites. 
Car ,  en  se  bornant ,  par  exemple ,  au  premier 
ordre  et  à  une  fonction  unique^  d'une  seule  va- 
riable X ,  pour  plus  de  simplicité ,  si  l'on  suppose 

résolue,  par  rapport  à  ^,  une  équation  diffé- 
rentielle quelconque  entre  x^y^  ^^  'dx^  l'ex- 
pression de  la  fonction  dérivée  se  trouvant  alors 
contenir  généralement  la  fonction  primitive  elle-^ 
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ilicmc  ([ui  csl  l'objet  de  la  recherche ,  la  questiuu 
<l'i 11 !.(?}{ ration  n'aurai  t  nullement  change  de  natuie, 
cL  la  solution  n'aurait  fait  réellement  d'autre  pro- 
grès (]ue  d'avoir  amené  l'équation  différentielle, 
proposée  à  ne  plus  être  (jue  du  premier  degré  re- 
lalivrnicnt  àla  fonction  diTivée,  ce  qui  est,  en  soi, 
de  ]>uu  d'imiiorlance.  La  difl'ércnliclle  n'en  serait 
doncpasnioiiusdclerminéed'unenianièieàpeuprè» 
aussi  iinplicile  qu'auparavant,  sous  le  rapport  de 
1 'inié;;raiian,  qui  continuerait  à  présenter  essen- 
tiellement la  même  difticulté  caractéristique.  I^ 
rcsolutioii  algébrique  des  équations  ne  pourrait 
faire  rentrer  le  cas  que  nous  considérons  dans  la 
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gèlire,  un  cas  entièrement  distioct  de  celui  relatif 
aux  différentielles  explicitement  exprimées  en 
fonction  des  variables  indépendantes.  L'intégra- 
lion  des  équations  différentielles  est  donc  néces^ 
sairementpliis  compliquée  que  celle  des  différen- 
tielles explicites,  par  l'élaboration  desquelles  le 
calcul  int^ral  a  pris  naissance  y  et  dont  ensuite 
on  s'est  efforcé  de  fairci  autant  que  possible.,  dé- 
pendre les  autres.  To|is  les  divers  procédés  ana* 
lytiques  proposés  jusqu'ici  pour  int^rer  les 
équations  différentielles ,  soit  la  séparation  des 
variables^  soit  la  méthode  des  multiplicateurs,  etc. 
ont  en  effet  pour  but  de  ramener  ces  intégrations 
à  celles  des  formules  différentielles,  la  seule  qui, 
par  sa  nature ,  pqisse  être  entreprise  directement* 
Malheureusement ,  quel  qu'imparfaite  que  soit 
jusqu'ici  cette  base  nécessaire  de  tout  le  calcul 
int^ral^  l'art  d'y  réduire  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  est  encore  bien  moins  avancé. 
Chacune  de  ces  deux  branches  fondamentales 
du  calcul  intégral  se  sous-divise  ensuite  en 
deux  autres^  comme  dans  le  calcul  différentiel, 
et  par  des  motifs  exactement  analogues  (  que  je 
me  dispenserai ,  par  conséquent^  de  reproduire), 
suivant  que  l'on  considère  des  fonctions  à  une 
seule  variable  ou  des  fonctions  à  plusieurs  varia- 
bles indépendantes.  Je  ferai  seulement  observer 
que  cette  distinction  est ,  comme  la  précédente  ^ 
encore  plus  importante  pour  l'intégration  que 


I 
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pour  la  diH'^i'AiilMtiOn  Cel.i  c-m  stirlout 
quable,  rclativcmcniauxéquiitionsdiffërcutietles. 
I*ji  fffL't,  cc-llcB  (jui  se  rapportent  à  pluncurs 
vnrialiles  tiifi<5pendant(?8  peuvent  ëTidcmmcnt 
présenter  celte  dîfiîvullé  caracl«Msti(jiie,  et  d'un 
ordre  bien  plus  étevc,  que  la  l'oiiâlion  cherchée 
soit  définie  dilTi^reritielIcnient  pur  une  simple  re- 
lutioii  entre  ses  diverses  dérivées  spéciales  rela- 
tives aux  dit'tici-entes  variables  iwises  séparément. 
De  là  résulte  la  branche  la  pins  difficile,  t-t 
aussi  la  plus  ét<mduc  du  calcul  intégral ,  ce  qu'on 
ni'iiime  ord\ir,ùreme.nl]c ca/cu/ïnté^rat aux  Jtf^ 
férenees  partielles ,  créé  par  d'Alemiiert ,  ctdaM 


MATHEMATIQUES.  297 

dantes  >  on  ne  sait  point  même  jiisquMci  complè- 
tement ramener  l'intégration  à  celle  des  équations 
différentielles  ordinaires.  L'intégration  relative 
atix  fonctions  de  plusieurs  variables  est  beaucoup 
plus  avancée ,  dans  le  cas  y  infiniment  plus  simple^ 
à  la  vérité^  où  il  ne  s'agit  que  des  formules  diffé- 
rentielles explicites.  On  sait  alors  en  effet  y  quand 
ces  formules  remplissent  les  conditions  conve- 
nables d'int^rabilité  f  réduire  constamment  leur 
int^ration  aux  quadratures. 

Une  nouvelle  distinction  générale  y  applicable, 
comme  sous-division ,  à  l'intégration  des  différen- 
tielles explicites  ou  implicites  ^  à  une  seule  va- 
riable ou  à  plusieurs,  se  tire  de  l'ordre  plus  ou 
moins  élevé  des  différentiations ,  qui  ne  donne 
lieu  à  aucune  question  spéciale  dans  le  calcul 
différentiel ,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué. 

Relativement  aux  différentielles  explicites , 
soit  à  une  variable ,  soit  à  plusieurs ,  la  nécessité 
de  distinguer  leurs  divers  ordres  ne  tient  qu'à 
l'extrême  imperfection  du  calcul  intégral.  En 
effet,  si  l'on  savait  constamment  intégrer  toute 
formule  différentielle  du  premier  ordre,  Tin- 
t^ration  d'une  formule  du  second  ordre  ou  de 
tout  autre  ne  constituerait  point ^  évidemment, 
une  question  nouvelle^  puisqu'en  l'intégrant 
d'abord  au  premier  ordre ^  on  parviendrait  à 
l'expression  différentielle  de  l'ordre  immédiate- 
ment précédent ,  d'où ,  par  une  suite  convenable 


3(j8  i>Hiui«mw>ovnvE. 

(l'iDtcgrïtions  amlcfvçii,  wn^niU  oeruiada  jo^ 
monter  fiualenMDt  4  k  CnvUw  prHOÙlifQi  ab>f 
jet  propre  d'un  tel  trtv«U.  ||«ù  Je  pev  dp  «M* 
□aissancea  que  apw  pppitfoni  aur  Jet  mUjgnttiow 
premières  fait  qyîjl  ff'fP  Mt  point  «iqai ,  et  ifm 
l'ordre  plus  on  mown  4^né  deN  difiEjdrmtidln 
engendre  des  difiMnlt^iWHlveUM.  GuTt  l^int  dlM 
formules  différçntiellm  d'w)  ordre  i^pielpwBqva 
supérieur  au  prenirar,  il  peut  « rrinr  qu'^B  màm 

les  iitt%rerunepremlèrflfoùonplv<WW*fiwd9 
suite,  etquc,  n&mmçiiUiOiine  ptÙN^reno^ler 
ainsi  «ux  fonctions  primitÎTOf,  «î  ont  itnmwu 
prélimiiuires  ont  pndvft»  pourleidtfifcffitiiBttB* 
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tive  à  une  fonction  unique ,  cela  ne  sufBrait  point 
pour  faire  obtenir  l'intëgralc  définitive  d'une 
é(juation  d'un  ordre  quelconque ,  toute  équation 
différentielle  n'étapt  pas  réductible  à  celle  d  mi 
ordre  inunédiateipent  inférieur.  Si  Ton  a  par 
exemple ,  pour  déterminer  une  fonction  y  do  1» 
variable  x^  une  relation  quelconque  entre  a?,  y, 

^  et  2t^  on  n'en  pourra  point  déduire  immédia-  ' 

tement ,  en  effectuant  une  première  intonation , 
It  relation    différentielle   correspondante  entre 

x^jy  et  ^  d'où,  par  une  seconde  intégration  ou 

remonterait  à  l'équation  primitive.  Cela  n'aurait 
lieu  nécessairement  >  du  moins  sans  introduire  de 
nouvelles  fonctions  auxiliaires^  que  si  l'équation 
du  second  ordre  proposée  ne  contenait  point  la 
fonction  cherchée  j*,  concourremment  avec  ses 
dérivées.  En  thèse  générale,  les  équations  diffé- 
rentielles devront  donc  réellement  être  envisagées 
comme  présentant  des  cas  d'autant  plus  implicites 
cjue  leur  ordre  est  plus  élevé  ,  et  qui  ne  pourront 
rentrer  les  uns  dans  les  autres  que  par  des  métho- 
clcs  spéciales  ;  dont  la  recherche  constitue,  par 
conséquent >  une  nouvelle  classe  de  questions,  à 
l'yard  desquelles  on  ne  sait  jusqu'ici  presque  rien , 
même  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable  (i). 

(i)  Le  seul  cas  important  de  ce  genre  qui  ait  ctJ  completctncnt 
ïrailc  jusqu^ici,  cstrintegratioii  gdncralc  des  équations  lincairrs 
«l'un  ordre  quelconque  ,  à  coefficiens  constnns.  Encore  se  trouve;- 
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Au  rosic.quitnd  on  rxamiiio,  d'une  manière  tr«- 
approfondic,  t'Pttu  distinction  dt-s  divers  ordres 
d'<5(fuatioiisdifrérenticlles,  on  trouve  qu'ellepour- 
rait  ronlrer  constamment  dans  une  dernière  dis- 
linctioii  généi-ale ,  rdalive  aux  équations  ilîffé- 
rentiellcs  ,  que  j'ai  encore  A  signaler.  En  cGTet , 
les  e'quations  dlGTifrenticUeK  h  une  seule  ou  à  plu- 
sieurs variables  ind<^pcndanlcs  peuvent  ne  coitr 
tenir  simplement  qu'une  seule  fouetion  ,  ou  bien» 
dans  un  cas  évidemment  plus  compliqué  cl  plus 
implicite,  qui  cDrres|]oiid  à  la  difîérentiation  des 
fonctions  implicites  simultanées,  on  peut  avoir 
à  déterminer  en  mdme  temps  plusieurs  fone- 
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très-rarement  applicables ,  de  déterminer  immé- 
diatement à.  la  fois  plusieurs  fonctions  distinctes. 
Or ,  il  est  aisé  d'établir  la  coïncidence  exacte  et 
nécessaire  de  cette  nouvelle  distinction  avec  la 
précédente >  relative  h  Tordre  des  équations  dif- 
férentielles. On  sait  y  en  effet,  que  la  méthode 
générale  pour  isoler  les  fonctions  dans  les  À}ua- 
tions  difierenticlles  simultanées ,  consiste  essen- 
tieHement  à  former  des  équations  difiércntielles, 
séparément  relatives  à  chaque  fonction ,  et  dont 
l'ordre  est  ^1  à  la  somme  de  tous  ceux  des  di- 
verses équations  proposées.  Cette  transformation 
peut  s'effectuer  constamment.  D'un  autre  côté , 
toute  équation  différentielle  d'un  ordre  quelcon- 
que relative  à  une  seule  fonction  pourrait  évi- 
demment se  ramener  toujours  au  premier  ordre, 
en  introduisant  un  nombre  convenable  d'équations 
différentielles  auxiliaires ,  contenant  simultané- 
mtmtles  diverses  dérivées  antérieures  considérées 
comme  nouvelles  fonctions  à  déterminer.  Ce  pro- 
càlé  a  même  été  quelquefois  employé  avec  succès, 
f|noique ,  eu  général,  il  ne  soit  pas  normal.  Ce 
Sont  donc  deux  genres  de  conditions  nécessaire- 
Oient  équivalens,  dans  la  théorie  générale  des  équa- 
tions différentielles,  que  la  simultanéité  d'un  plus 
o\i  moins  grand  nombre  de  fonctions ,  et  l'ordre 
^e  différentiation  plus  ou  moins  élevé  d'une  fonc- 
tion unique.  En  augmentant  l'ordre  des  équations 
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(litTéreiitielles,  oa  peut  isoler  toutes  les  fonc- 
tions; et,  on  mulUptiant  arti0cielteinent  le  nom- 
bre des  fonctions ,  on  peut  ramener  toutes  les 
équations  au  premier  ordre.  Il  n'y  a ,  par  consë- 
(juent,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  qu'une  taâœe 
dilhcullc  ,  envisage  sous  deux  points  de  vue  dtf- 
lërt^'iis.  Mais,  de  quelque  manière  qu'on  la  con- 
çoive, cette  nouvelle  difficulté  commune  n'en 
est  JUS  moins  réelle,  et  n'en  constitue  pas  moins, 
par  sa  nature,  une  séparation  tranchée  entre l'inté- 
f^ration  des  équations  da  premier  ordre  et  celle  des 
éqiiationsd'un ordre  supérieur.  Je  préfère  indiquer 
la  distinction  sous  cette  dernière  forme,, comme 
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reprësetitaiit  l'aire  d'une  eourbe  dont  Téquation 
en  coordonnées  rectilignes  serait^  xa:f(x).  Une 
telle  classe  de  questions  correspond  »  dans  le  cal- 
cul diffërentiel  ^  ao^oss  élémenuire  de  la  di£fé- 
renliation  des  fonctions  explicites  à  une  seule 
tariable.  Mais  la  question  intégrale  est,  par  sa  na- 
ture y  bielU  autrement  compliquée  p  et  surtout 
beaucoup  plus  étendue  que  la  question  différeii- 
tielle.  GelleHsi  se  réduit  nécessairement,  en  effet, 
comme  nous  l'avons  m ,  à  la  différentiation  des 
dix  fonctions  simples ,  élémens  de  toutes  celles 
que  l'analyse  considère.  Au  contraire,  Tint^ra- 
tion  des  fonctions  composées  ne  se  déduit  point  né- 
cessairement de  celle  des  fonctions  simples,  dont 
chaque  nouvelle  combinaison  doit  présenter, 
sous  le  rapport  du  calcul  int^ral ,  des  difficultés 
spéciales.  De  là ,  l'étendue  naturellement  indéfi* 
nie ,  et  la  cotbplication  si  variée  de  la  question 
des  quadratures ,  sur  lacpielle ,  malgré  tous  les  ef^ 
forts  des  analystes ,  on  possède  encore  si  peu  de 
connaissances  complètes* 

En  décomposant  celte  question  ^  comme  il  est 
naturel  de  le  faire ,  suivant  les  diverses  formes 
que  peut  affecter  la  fonction  dérivée,  on  dis- 
tingue d'abord  le  cas  des  fonctions  algébriques , 
et  ensuite  celui  des  fonctions  transcendantes. 
L'int^ation  vraiment  analytique  de  ce  dernier 
ordre  d'expressions  est  jusqu'ici  fort  peu  avan- 
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oëe ,  soit  pour  1m  fimcâtHU  exponenbeUM',  «oit 
pour  les  fonction!  logarithmiipMB,  Miit  pour  Iv 
fonctions  cireolurei.  Oft  a'ft  Init^  enoon  qu'tm 
très-petit  nomlwe  de  cm  ^  ces  troit  difcn  gen- 
res ,  en  les  choiiÎMint  parmi  les  plus  simplM  ; 
qui  conduisent  même  oïdinûrement  à  des  'i^r^^^ 
extrêmement  pâiildes.  Ce  que  noos  denuis  sm- 
tout  remarquer  &  ce  sujet  sons  le  rapport  philo- 
sophique ,  c'est  que  les  dÏTers  procMÀ  de  quâi- 
drature  ne  tiennent  k  aucune  vue  g6aén\e  sor 
l'intégration, -et consistent  en  de  simples  artifioes 
de  calcul  fort  incohëiens  entre  eni:  \  et  dont 
le  nombre  est  tria^oultipli^ ,   à  cause  de  Vé-' 
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}€s  questions  analytiques  eng^endrées  parla  théo- 
rie de  la  chaleur. 

Quant  à  l'int^ration  des  fonctions  algébriques^ 
elle  est  plus  avancée*  Cependant,  on  ne  sait  en- 
core  presque  rien  relativement  aux  fonctions 
irrationnelles,  dont  les  int^rales  n  ont  été  obte- 
nues que  dans  des  cas  extrêmement  bornés ,  et 
surtout  en  les  rendant  rationndles.  L'intégration 
des  fonctions  rationnelles  est  jusqu'ici  la  seule 
théorie  de  calcul  intégral  qui  ait  pu  être  traitée 
d'une  maiiiére  vraiment  complète  :  sous  le  rapport 
logique ,  die  en  constitue  donc  la  partie  la  plus 
satisfaisante ,  mais  peut-être  aussi  la  moins  im- 
portante. Il  est  même  essentiel  de  remarquer, 
pour  avoir  une  juste  idée  de  l'extrême  imperfec- 
tion du  calcul  intégral ,  que  ce  cas  si  peu  étendu 
n'est  entièrement  résolu  que    pour  ce  qui  con- 
cerne proprement  l'intégration,  envisagée  dune 
manière  abstraite;  car,  dansTexécutioUyla  théorie 
se  trouve  le  plus  souvent,  indépendamment  de  la 
complication  des  calculs,  tout-à-fait  arrêtée  par 
l'imperfection  de  l'analyse  ordinaire ,   attendu 
qu  elle  fait  dépendre  finalement  Tint^ration  de  la 
résolution  algébrique  des  équations,   ce  qui  en 
limite  singulièrement  l'usage. 

Pour  saisir,  d'une  manière  générale,  l'esprit 
des  divers  procédés  d'après  lesquels  on  procède 
^ux  quadratures ,  nous  devons  reconnaître  d'ail - 
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leurs  que.  [wr  leur  iiaIur.',  ils  tic  ]>cuvcii{  cire 
ionJés  primitivemenl  (|iie  &ur  L-i  dilfërentiBtion 
dos  diN  fonctions  simples,  dont  les  rcsulials, 
coitsidéi'cs  sous  le  point  de  vue  invo-se ,  «ilablis- 
srnt  autant  dc  théorèmes  immédiaU  âo  calcul 
inl^ral ,  les  seuls  qui  puissent  être  connus  di- 
rectement, tout  l'ort  de  l'intégration  eonsistani 
ensuite,  comme  je  l'ai  cx])rinié  en  commtinçaot 
cette  Icij'un  ,  h  faire  rentrer .  autant  qu«  ]>o»sible, 
toute»  les  autres  quadratures  dans  ce  petit  nmnltrr 
de  quadratures  élémentaires,  ce  qui  malheureu- 
sement nous  est  encore  le  plus  souvent  inconnu. 
Dan.s  cette  énuméralion  raisonuéc  des  diverses 
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et  de  LapUoe  y  et  dont  Lagrange  surtout  a  pré- 
senté une  si  belle  et  si  simple  théorie  générale. 
On  sait  que  Clairaut,  qui  le  premier ,  eut  occa- 
sion d'en  remarquer  l'existence ,  y  vit  un  para* 
doxe  de  calcul  intégral,  puisque  ces  solutions 
ont  pour  caractère  propre  de  satisfaire  aux 
équations  différentielles  sans  être  néanmoins 
comprises  dans  les  intégrales  générales  correspon- 
dantes. Lagrange  a ,  depuis ,  expliqué  ce  para« 
doxe  de  la  manière  la  plus  ingénieuse  et  la  plus 
satisfaisante ,  en  montrant  comment  de  telles  so- 
lutions dérivent  toujours  de  l'intégrale  générale 
par  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Il  a 
aussi  f  le  premier ,  convenablement  apprécié  l'im- 
portance de  cette  théorie ,  et  c'est  avec  raison 
qu'il  lui  a  consacré  y  dans  ses  leçons  sur  le  calcul' 
des  Jonctions  j  un  si  grand  développemeilt.  Sous 
le  point  de  vue  rationnel ,  cette  théorie  mérite 
en  effet  toute  notre  attention ,  par  le  caractère  de 
parfaite  généralité  qu'elle  comporte ,  puisque 
Lagrange  a  exposé  des  procédés  invariables  et  fort 
simples  pour  trouver  la  solution  singulière  de 
toute  équation  différentielle  quelconque  qui  en 
est  susceptible;  et,  ce  qui  n'est  pas  moins  remar- 
quable, cesprocédés  n'exigent  aucune  int^ation, 
consistant  seulement  dans  des  différentiations,  et 
par  là  même  toujours  applicables.  La  différen- 
tiation  est  ainsi  devenue ,  par  un  heureux  artifice, 

31. 
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un  moyeu  il«  suppléer  dans  ccrUitie*  circoti^ 
stoflc^ft  »  l'imperfei^tion  <Iu  calcul  inlégrni.  Ëii 
ciTttL,  ci.'1'Uiiiw.  prohlèntcs  cxigiiut  surtout,  par 
liHXT  unturu,  la  connaissanco  de  ces  solulioira  sin- 
ffti/iéiiis.  TcJlt»  soûl,  par  t;x<;mplc,  en  (;i:amé- 
M'ie.  tout£s]es  qacstionS'  où  il  s'.-t^it  de  dcu-nnîucr 
un(j  «ourbc  d!aprè»  une  proptielé  <pieiron(i«e  d»  ■ 
sa  tangtiite  ou  de  aaa  cctcio  asculnteur.  Dawt^ 
*4us  Icsons  decef;cnro.  apnïs  avoir  exprimé  cette 
propi'iétf  parune  râpiatioa  dirféreatîullo ,  ce  aera^ 
.sou»  lo  nipport  analytique,  l'i^quatiDU  SMguUèHt 
qui  constilufîi-A  l'objet  le  plus  importniit  de 
rectterijlic,  puisqu'elle  seule  rrpréseolen  la  courl 
,i(tu:inA.i^.   l'irLt.C"rnl.>  »A..V»lr>      rt.ii  i 
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iJaoer  la  couwûasanod  des  iul^piales  vraîiiieDi 
aaalf  tiques  7  qui  sont  le  plus  souvent  ignorëes, 
Oq  Toit  qu'il  8*agil  de  la  dëtermiBstion  des  inié^ 
grales  définies. 

Uegfssemom.  ^  toujours  possible ,  des  tnlégnles 
en  séries  kidéiuiies»  peut  d'abord  élre  eÊms&igk 
oomne  un  beureux  mayen  g^nénl  de  compenser 
soavent  rextréme  imperfiBCtion  dià  calcul  intégril  • 
Mais  remploi  de  telles  séries^  i  catise  de  ieur 
camplicati<m  et  de  la  difBcullé  de  découvrir  la 
loi  deleofcs  termes,  est  ordinairement  d'une  mé- 
diocre ulililé  sons  le  rapport  algébrique ,  bien 
qu'on  en  ait  déduit  quelquefois  des  relations  fort 
esffutieUes.  G'estsurtoutsousle  rapport  arithmé- 
tique que  ce  procédé  acquiert  une  grande  impor- 
tance, comme  moyen  de  calculer  ce  qu'on  ap- 
pelle les  intégrales  <£^/£tie5,  c'est-*à«<lire ,  les 
valeurs  des  fonctions  cbercbées  pour  certaines  va- 
leurs déterminées  des  variables  correspondantes. 

Une  recherche  de  cette  nature  correspond 
exactement,  dans  l'analyse  transcendante,  à  la  ré- 
solution numérique  des  équations  dans  l'analyse 
ordinaire.  Ne  pouvant  obtenir  le  plus  souvent  la 
véritable  intégrale ,  celle  qu'on  nomme  par  oppo- 
sition,  l'inti^rale  générale  ou  indéfinie^  c'est-à- 
dire  y  la  fonction  qui  y  diiférentiée  ^  a  produit  la 
formule  différentielle  proposée,  les  analystes  ont 
dû  s'attacher  à  déterminer,  du  moins,  sans  con- 


uDtériqiMrfl 
ignant  «Klfl 
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naître  tiiii.' telle  fonction,  les  râleurs  iiutnériqu 
particulières  qu'elle  prendrait  m  assignant  «i 
variables  des  valeui-s  désignées.  C'est  t-videmmeol 
résoudre  la  question  arilliuiélique ,  sans  avoir 
préalablemeot  résolu  I3  question  algébrique  cor- 
respondante ,  i|ui }  le  plus  souvent ,  est  preciaé- 
menl  la  plus  imporlaulc.  Une  telle  analyse  est 
donc  par  sa  nature,  itussi  imparfaite  i]uc  nous 
avons  vu  l'être  la  résolution  tniinériquedeséquft- 
tions.  b'll<^  prèsentt! ,  comme  celle-ci ,  une  con- 
fusion vicieuse  du  point  de  vue  aritbmétiquc  avec 
le  point  de  vue  algébrique;  d'ofi  résultent,  soit 
sous  la  rapport  purement  lof^iquc  ,  soit  relative- 
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foules  les  transformations  spéciales  des  analystes. 
Regardant  maintenant  comme  parfaite  cette  sorte 
Hl arithmétique  transcendante ^  la  difficulté ,  dans 
les  applications,  se  réduit  essentiellement  à  ne 
faire  dépendre  finalement  la  recherche  proposée 
que  d'une  simple  détermination  d'int^rales  dé- 
finies ,  ce  qui ,  évidemment ,  ne  saurait  être  tou- 
jours possible,  quelque  habileté  analytique  qu'on 
puisse  employer  à  effectuer  une  transformation 
aussi  forcée. 

Par  l'ensemble  des  considérations  indiquées 
dans  cette  leçon ,  on  voit  que ,  si  le  calcul  diffé- 
rentiel constitue ,  de  sa  nature,  un  système  limité 
et  parfait  auquel  il  ne  reste  plus  à  ajouter  rien 
d'essentiel,  le  calcul  intégral  proprement  dit,  ou 
le  simple  traité  de  l'intégration,  présente  néces- 
sairement un  champ  inépuisable  à  l'activité  de 
l'esprit  humain ,  indépendamment  des  applica- 
tions indéfinies  dont  l'analyse  transcendante  est 
évidemment  susceptible.  Les  motifs  généraux  par 
lesquels  j'ai  tâché  de  faire  sentir ,  dans  la  cin- 
quième leçon,  l'impossibilité  de  découvrir  jamais 
la  résolution  algébrique  des  équations  d'un  degré 
et  d'une  forme  quelconques,  ont  sans  aucun  doute, 
infiniment  plus  de  force  encore  relativement  à  la 
recherche  d'un  procédé  unique  d'intégration  ^  in- 
variablement applicable  à  tous  les  cas.  C^esi , 
^lit  Lagrange ,   un  de  ces  pmhlèmes  dont  on  ne 
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saurait  expé/rr  de  soUiUon  générale.  Pltisoamé- 
dilei-a  sur  ce  nijet ,  plus  on  sera  convaincu ,  \e  oe 
crains  pas  <lc  l'afTirritur,  qu'une  telle  recherche 
est  tolaloiiK-rit  chiiiiérK[ue,  coiuiuc  eUAl  beau- 
coup trop  supérieure  it  la  Jùiililc  porlèo  de  nob'C 
intelligence,  bioii  que  lus  travaux  Ucs  gcntnètres 
doivent  ccitaincjucnt  auf^cuicr  d;ins  h  5uile 
l'cnscmlilc  de  nos  coiuiiiissaiicev  iic(|uise«surjm- 
tù^ration,  et  créer  aussi  (les  procédés  d'une  ptu^ 
grande  généralité.  L'analyse  tranicoadaiHe  eu 
encore  trop  près  de  sa  uaissiinor,  il  y  n  surtout 
trop  peu  de  t£m]>s  (Qu'elle  est  conçue  d'une  ma- 
niàre  vraimcntrationelle .  pour  qucuQutjpUfflîoiijs 
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introidiutes  |M>ur  &cilitcr  rëtablissement  des^qua* 
tiop^  f  et  dont  la  formatlonpourrait  suivre  yne  in- 
fipitëd'autres  lois  que  la  rdation  très^simple  qpîi 
a  été  i^hwie»  d'après  une  .conGeption  que  j  ai  déjà 
indiquée  dans  la  quatrième  leçcoi.  Les  moyens  de 
cette  na.ti|iFe  91e  ?pai:Mssent  «usceptiUes ,  ien  euit- 
jv^&W^  9  d'une  plus  gxande  fécondité  que  ceux  qui 
iccAsi^naient  seulement  à  pousser  plusloki  notre 
cajijcv)  i^^biel  dqs  ionctions  indirectes.  C'est  une 
peiMée  que  jeisoumets  aux  géomètoes  dont  les 
méditations  sp  sanA  tournées  vers  la  philosophie 
gopérale  de  l'analyse» 

I^  reste I  quoique  j'aie  dû,  dans  l'exposition 
SQmpiaÂre  qui  était  l'objet  propre  de  cette  leçon , 
rendre  ^nsijble  l'iétat  d'extrême  imperfection  où 
se  l^ouye  eucore  le  calcul  ini^al ,  jon  aurait  une 
£^usse  idée  des  ressources  générales  de  l'analyse 
transcendante ,  si  on  accordait  à  cette  considéra- 
tion une  trop  grande  importance.  Il  en  est  ici ,  en 
effet ,  comme  d^ns  l'analyse  ordinaire ,  où  l'on  est 
parvenu  k  utiliser^  à  un  degré  immense,  un  très- 
petit  nombre  de  connjai^ssances  fondamentales  sur 
la  résolution  des  équations.  Quelque  peu  avancés 
qu'ils  soient  réellement  jusqu'ici  dans  la  science 
des  int^rations,  les  géomètres  nen  ont  pas  moins 
tiré ,  de  notions  abstraites  aussi  peu  multipliées , 
la  solution  d'une  multitude  de  questions  de  pre- 
mière importance  en  géométrie,  en  mécanique  « 
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en  theroiologiei  etc.  L'eiplîcfttioii  phikwopliiqBe 
de  ce  double  fait  g&iënl  rrftalte  de  l'imiiortance 
et  de  la  portée  nicentirement  pr^xHidénnte* 
des  connaissaneei  ■faitnilea,  dont  la  mnndre  ae 
trouve  naturellement  corroqmndre  k  une  fonle 
de  recherches  conaéteB^  llionmie  n'ayant  d'tatw 
ressource  pour  l'exteaiion  soccesnTede  aei  mojen» 
intellectuels  ,  que  dans  la  cousiddration  dldés 
de  plus  eu  plus  abatraitei  et  néanmoins  pOBtÎTCi. 
Pour  adierer  de  faire  connaître,  dam  tonte 
son  étendue ,  le  cai'actére  philosophique  de  J'a- 
nalyse transcendante,  îlme  reste  à  considérer  me 
dernière  conception  par  laquelle  l'immortid  Ia- 
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HUITIEME   LEÇON. 


Somma  IRB.  Considérations  générales  sur  le  calcul  des  rariations. 

Afin  de  saisir  avec  plus  de  facilité  Je  caractère 
philosophique  de  la  mëthode  des  variations  j  il 
convient  d'abord  de  considérer  sommairement  la 
nature  spéciale  des  problèmes  dont  la  résolution 
générale  a  nécessité  la  formation  de  cette  analyse 
hyper-transcendante.  Ce  calcul  est  encore  trop 
près  de  son  origine  ,  les  applications  en  ont  été 
jusqu'ici  trop  peu  variées ,  pour  qu'on  pût  en  con- 
cevoir une  idée  générale  suffisamment  claire  >  si 
je  me  bornais  à  une  exposition  purement  abstraite 
de  sa  théorie  fondamentale  ,  bien  qu'une  telle  ex- 
position doive  être  ensuite  ,  sans  aucun  doute  y 
l'objet  principal  etdéfinitif  de  cette  leçon. 

Les  questions  mathématiques  qui  ont  donné 
naissance  au  <:alcul  des  variations  consistent , 
en  général ,  dans  la  recherche  des  maxima  et  des 
minima  de  certaines  formules  intégrales  indéter- 
minées ,  qui  expriment  la  loi  analytique  de  tel  ou 


I 
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tfl  phciiomèiie  giSomdlriquc  ou  uidcatiitjue,  con- 
sidéré iitclépendaiiunent  ^'aucuii  sujet  particulier. 
Los  (;éomctics  ont  désigné  pendant  long-temps 
luiites  les  questions  de  ce  g«!tirc  par  le  nom  corn- 
iiiuii  de  problèmes  des  isopéii'màtrcs ,  qui  ne  con- 
vient cependant  qu'au  plus  petit  nombre  d'entre 
elles. 

Dans  la  théorie  ordinaire  dos  majcûna  cl  tai- 
nima ,  on  se  propose  de  découvrir,  rektivemcnt 
\  une  fonction  donnée  d'une  seule  ou  de  plusieurs 
VAriables,  quelles  valeurs  |arliculiùrea  il  fanlas- 
Ngner  à  ces  variables  {Wur  que  la  valeur  contB- 
{fpodante  de  ia_ib«c{isaj|cui)Dsêv  soJt  ""  "Mai'-    -^ 
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la  fonction  dérivëe  du  second  ordre  doit  prendre 
iine  valeur  n^tiTepour  \^  maximum j  et  positive 
pour  le  inininmm.  Telles  sont,  du  moins  y  les 
conditions  fondamentales  qui  se  rapportent  au 
plus  grand  nombre  des  cas  ;  les  modifications  qu'el- 
lasdoÎTent  subir  pour  que  la  théorie  soit  complè- 
tement applicaUe  à  certaines  questions ,  sont  d  ail- 
lears  paiement  assujetties  à  des  r^les  absthiiles 
aussi  invariables ,  quoique  plus  compliquées» 

]ja  construction  de  cette  théorie  générale  ayant 
fait  disparaître  nécessairement  le  principal  inté- 
rêt que  les  questions  de  ce  genre  pouvaient  inspi- 
rer aux  géomètres  y  ils  se  sont  élevés  presque  aus- 
sitôt à  la  considération  d'un  nouvel  ordre  de 
problèmes,  à  la  fois  beaucoup  plus  importans  et 
d^une  diflSculté  bien  supérieure ,  ceux  des  isopé-- 
rimètres.  Ce  ne  sont  plus  alors  les  valeurs  des 
variables  propres  au  maximum  ou  au  minimum 
d'une  fonction  donnée ,  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
C'est  la  forme  de  la  fonction  elle-même  qu'on  se 
propose  de  découvrir,  d'après  la  condition  du 
maximum  ou  du  minimum  d'une  certaine  inté- 
grale définie,  seulement  indiquée  ,  qui  dépend  de 
cette  fonction. 

La  plus  ancienne  question  de  cette  nature  est 
celle  du  solide  de  moindre  résistance,  traitée  par 
Newton ,  dans  le  second  livre  des  Principes ,  où 
il  détermine  quelle  doit  être  la  courbe  méridienne 
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c])i*atin  (le  reoilre  scmilile  la  destination  gënëralfta 
qu'avait  csscoticUciuPSt ,    à   son  origine,  la' n 
thudc  des  variation». 

Oit  voit  que,  considérés  soiin  le  poiiil  de  vtM> 
analytique,  loua  ces  problèmrs  consistent,  par 
leur  nature,  à  déterminer  quelle  forme  doit  avoir 
tme  certaine  fonction  inconaite  d'une  ou  dt9|du- 
steurs  variables,  pour  que  telle  uu  telle  ÎQt^rafe 
dépendante  de  cette  fonction  ne  trauve  avoir ,  en- 
tre des  limites  assif^nëes ,  une  valeur  qui  soit  un 
majcimitni  ou  un  minimunt ,  relativement  à  toutes 
celles  qu'elle  prendrait  si  la  fonction  chercha 
avait   une  autre  forme   qnelconque.  Ain»,   par 
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Il  faut  donc  trouver  quelles  doivent  èive  les 
deux  fonctions  inconnucsy*ct  p  pour  que  cette  in- 
tégrale soit  im  minimuai.  De  même,  demander 
quelle  est ,  parmi  toutes  les  courbes  planes  isopé- 
rimètres ^  celle  qui  renferme  la  plus  grande  aire, 
c*est  proposer  de  trouver  >  parmi  toutes  les 
fonctions  f  (pc)  qui  peuvent  donner  à  Tinté- 
grale 

une  certaine  valeur  constante  ,  celle  qui  rend  un 

maximum  l'intégrale    f  f  (x)  dx  ,    prise  entre 

les  mêmes  limites.  Il  en  est  évidemment  tou- 
jours ainsi  dans  toutes  les  autres  questions  de  ce 
genre. 

Dans  les  solutions  que  les  géomètres  donnaient 
de  ces  problèmes  avant  Lagrange^  on  se  proposait 
essentiellement  de  les  ramener  à  la  tliéorie  ordi- 
naire des  maxima  et  minima.  Mais  les  moyens 
employés  pour  effectuer  cette  transformation  con- 
sistaient en  de  simples  artifices  particuliers ,  pro- 
pres à  chaque  cas,  et  dont  la  découverte  ne  com- 
portait point  de  r^les  invariables  et  certaines^  en 
sorte  que  toute  question  vraiment  nouvelle  repro- 
duisait constamment  des  difficultés  analogues  y 
sans  que  les  solutions  déjà  obtenues  pussent  être 
réellement  d  aucun  secours  essentiel ,  autrement 

TOME    T.  22 
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que  p.ir  les  habitudes  qu'elles  avaient  fait  co 
trader  à  l'intelligence.  En  un  mot,  cette  l>rnncbe 
rlestnalhËmatiqucs  prcM^otait  alorsTimperfection 
ii(!cessaire  qui  existe  constamment  tant  qu'on  n'e«l 
point  parvenu  n  saisir  clistinetemeiit,  pour  U  trai- 
ter d'une  manière  abstraite  et  dés-lors  gcnénile, 
la  partie  commune  h  toutes  les  questions  d'nn« 
iD^e  classe. 

En  chcrcbant  à  réduire  tons  les  divers  prob)^ 
mes  des  isopérimètres  îk  d^pcudro  dune  analyse 
rommuae ,  oi^aoisce  abstraitement  en  un  calcul 
distinct ,  Lagraof'e  a  été  conduit  à  concevoir  une 
nouvelle  nature  de  diiïérentiatioiis  ,  auxquelles  il 
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fërentesy  suivantqueron  passe  d'un  point  àunau- 
ire  infiniment  voisin  srur  la  même  courbe»  ou  bien 
au  point  correspondant  de  la  courbe  infiniment 
voisine  produite  par  une  certaine  modification  dé- 
terminée de  la  première  (i)«  H  est  clair  »  du  reste , 
que ,  par  leur  nature ,  les  variations  relatives  de 
diverses  grandeurs  liées  entre  elles  par  des  lois 
quelconques  ,  se  calculent ,  à  la  caractéristique 
prés  f  eiactement  de  la  même  manière  que  les  dif- 
férentielles. Enfin  9  on  déduit  Clément  de  la  no- 
tion générale  des  variaiions  les  principes  fonda- 
mentaux de  ritlgorithme  propre  à^cette  méthode 
et  qui  consistent  simplement  dans  la  faculté  évi- 
dente de  pouvoir  transposer  à  volonté  les  caracté- 
ristiques spécialement  affectées  aux  variations 
avant  ou  après  celles  qui  correspondent  aux  dif- 
férentielles ordinaires. 

Cette  conception  abstraite  une  fois  formée  j 
Lagrange  a  pu  réduire  aisément,  de  la  manière 
la  plus  générale ,  tous  les  problèmes  des  isopéri- 
mètres à  la  simple  théorie  ordinaire  des  maxùna 
et  des  minima.  Pour  se  faire  une  idée  nette  de 
cette  grande  et  heureuse  transformation ,  il  faut 

(  1  )  Leïbniti  avait  déjà  considère  la  comparaison  d'une  courbe  à 
une  autre  infiniment  voisine  ;  c'est  ce  qu'il  appelait  différeniiaiio 
de  eurvd  m  curvan».  Mais  cette  comparaison  n^avait  aucone  ana- 
logie avec  la  conception  de  Lagrange*  les  courbes  de  Leïbnits 
^tant  renfermées  dans  une  même  équation  générale  ,  d^où  elles  se 
cUdnîsent  par  le  simple  changement  d^une  constante  arbitraire. 

22. 
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[irénlablenicnt  con&utéi-cr  une  distinction 
liellc  à  InquellL-donucuL  Ikniloiidi verses (]ucstii>i 
de»  iso)>eriiuèti'es. 

Ou  doit ,  i^n  effet,  fuirUiger  ces  recherches  en 
deux  classes  {lenërolcsj  selon  quu  Iks  maxJma  et 
minima  demandai  sont  aisolus  ou  relatifs  ,  pour 
employer  les  expressions  abrégé<^s  des  géomètres. 
Le  [ircmier  cas  est  celui  où  les  intégrales  définies 
indéterminées  dont  on  cherche  le  maximum  ou 
\c  minimum,  ne  soulassujeiiies,  par  la  nature  du 
proUâmo,  ii  aucune  condition^  comme  il  arrive  , 
|Kii-  exemple,  dans  le  [Kobltime  de  ta  brachjsto- 
chrone,  où  il  s'agit  dcuhoisir  entre  toutes  les  canr- 
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espèce.  Car,  il  suit  évidemment  de  la  théorie  or- 
dinaire des  maxima  et  rm'nima ,  que  la  relation 
cherchée  doit  rendre  nulle  la  variationde  l'inté- 
grale proposée  par  rapport  à  chaque  variable  in- 
dépendante^ ce  qui  donne  la  condition  commune 
au  maximum  et  au  minimum;  et,  comme  carac- 
tère propre  à  distinguer  l'un  de  l'autre ,  que  la 
variation  du  second  ordre  de  la  même  int^rale 
doit  être  négative  pour- le  maximum  et  positive 
pourlemhiimum.  Ainsi ^  par  exemple,  dans  le 
problème  delà  brachystochrone^  on  aura,  pour 
déterminer  la  nature  de  la  courbe  cherchée, 
l'équation  de  condition , 


o'w)'+('/wr^=^ 
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qui ,  se  décomposant  en  deux ,  par  rapport  aux 
deux  fonctions  inconnues^  el  <p  qui  sont  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre ,  exprimera  complètement 
la  définition  analytique  de  la  courbe  demandée. 
La  seule  difficulté  propre  à  cette  nouvelle  analyse 
consiste  dans  l'élimination  de  la  caractéristique 
i",  pour  laquelle  le  calcul  des  variations  fournit 
des  règles  invariables  et  complètes ,  fondées ,  en 
général ,  sur  le  procédé  de  Tintera tion  par  par- 
ties ,  dont  Lagrangc  a  su  tirer  ainsi  un  parti  im- 
mense. J^e  but  constant  de  cette  première  élabo- 
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ruliori  aiialyiique,  dati»  l'cxpoditioti  de  laqudte 
jr  ne  ilois  iiulletnent  i-iilrcr  ici  ,  est  de  faire 
venir  aux  eqiiaiious  dilféreiiUelleA  pruprenimil 
dites  ,  ce  qui  se  peut  toujours  ,  et  par-lik  in  qoes- 
tiou  rentre  d;ius  le  domaine  de  l'analyse  transcen- 
liaiite  ordinaire ,  qiu  achève  la  solution ,  du  moins 
«■Il  la  ramenant  à  Valgèbie  pure,  si  ou  iiait  ciTec- 
tucr  1  inté^rutioa.  La  destination  f^éaécale,  pro 
pte  à  la  méthode  des  variations,  citi  d'opërcr  celle 
IrausforDiatioij ,  pour  laquelle  Lagran^c  a  établi 
des  régies  simples,  invariable»,  et  d'uu  succès 
loujour»  assuré. 

Je  ne  dois  pas  ii^liga.'t  dans  culte  rapide  in- 
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dittons;  comme,  par  exemple,  si  les  deux  points 
entre  lesquels  doit  être  tracée  la  courbe  cher- 
chée ne  sont  pas  fixes ,  et  doivent  seulement  rester 
sur  des  lignes  ou  des  surfaces  données.  Alors, 
il  faul  avoir  égard  aux  variations  de  leurs  coor- 
données» et  établir  entr'elles  les  relations  corres- 
re^Kindantes  aux  équations  de  ces  lignes  ou  de 
ces  surfaces. 

Cette  considération  essentielle  n'est  que  le 
dernier  complément  d'une  considération  plus 
générale  et  plus  importante  relative  aux  varia- 
tions des  diverses  variables  indépendantes.  Si 
ces  variables  sont  réellement  indépendantes  les 
les  unes  des  autres^  comme  lorsqu'on  compare 
toutes  les  courbes  imaginables  susceptibles  d'ê- 
tre tracées  entre  deux  points  ^  il  eu  sera  de  même 
de  leurs  variations,  et  par  suite  les  termes  rela- 
tifs à  chacune  de  ces  variations  devront  être  sé- 
parément nuls  dans  l'équation  générale  qui  ex- 
prime le  maximum  ou  le  minimum.  Mais  si,  au 
contraire,  on  suppose  les  variables  assujetties  à 
de  certaines  conditions  quelconques,  il  faudra 
tenir  compte  de  la  relation  qui  en  résulte  entre 
leurs  variations  ,  de  telle  sorte  que  le  nombre 
des  équations  dans  lesquelles  se  décompose  alors 
cette  équation  générale  soit  toujours  ^1  ù  ce- 
lui seulement  des  variables  qui  restent  vraimoni 
indépendantes.  C'est  ainsi,  par  exemple,  quau 


tnns  ^ 


328  IIIILOM>rHlK    POSITIVE. 

lieu  lie  cherclic't'  IcptiiK  cuurl  clicmiu  pour  aller 
d'un  point  k  un  autre,  en  choi.si.s&ant  parmi  tous 
les  cliemins  possibles,  ou  \KUt  m:  proposer  de 
trouver  sculcinoiH  quel  csl  li;  plu»  court  entre 
Ions  ceux  qu'où  peut  suivre  sur  une  surface  qui- 
conque donnée,  qucslioD  dont  la  solution  yn&oé- 
i-alc  constitue  ccrtniucment  uuc  des  plu»  belles 
.applications  de  la  inélliodc  des  varialious. 

Les  proLlèmcS  où  l'on  considère  de  telles 
conditions  modiBcatrices  se  rapprochent  lieaa- 
coup,  par  tcur  nature,  de  la  seconde  classe  gé- 
nérale d'applications  de  la  méthode  des  varia- 
tions, caractérisée  ci-dcssiis  comme  consîstitnt 
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ces  deux  classes  de  questions  lune  dans  l'autre. 
Il  consiste,  en  ce  que  si  l'on  ajoute  à  Tint^ale 
qui  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum  un 
multiple  constant  et  indéterminé  de  celle  qui 
doit  rester  constante  par  la  nature  du  problème, 
il  suffira  de  chercher,  suivant  le  procédé  général 
de  Lagrangc,  ci-dessus  indiqué^  le  maximum  ou 
le  minimum  absolu  de  cette  expression  totale. 
On  peut  aisément  concevoir,  en  effet,  que  la 
partie  de  la  variation  complète  qui  proviendrait 
de  la  dernière  intégrale  doit  aussi  bien  être  nulle, 
à  cause  de  la  constance  de  celle-ci,  que  la  por- 
tion due  à  la  première  intégrale ,  qui  s  anéantit 
en  vertu  de  l'état  maximum  ou  minimum.  Ces 
deux  conditions  distinctes ,  s'accordent  évidem- 
ment pour  produire ,  sous  ce  rapport ,  des  effets 
exactement  semblables. 

Telle  est ,  par  aperçu ,  la  manière  générale 
dont  la  méthode  des  variations  s'applique  à  toutes 
les  diverses  questions  qui  composent  ce  qu'on 
appelait  la  théorie  des  isopérimètres.  On  aura 
sans  doute  remarqué  dans  cette  exposition  som- 
maire, à  quel  degré  s'est  trouvée  utilisée  par 
cette  nouvelle  analyse  la  seconde  propriété  fon- 
damentale de  l'analyse  transcendante,  appréciée 
dans  la  sixième  leçon,  savoir  :  la  généralité  des 
expressions  infinitésimales  pour  représenter  un 
mèinc  phénomène  géométrique  ou  niccani({ue . 
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en  quciqut!  corps  qu'il  «oit  cousiderc.  C'est,  e» 
effet,  sur  cette  géoérulit^  que  sont  t'oudécs,  par 
leur  nature  ,  toutes  le»  solution»  ducs  k  la  mé- 
thode des  variations.  Si  une.  formule  unique  ne 
pouvait  point  exprimer  la  longueur  ou  l'aire  de 
toute  courbe  quelconque ,  si  on  n'avait  poini 
une  autre  formule  fixe  pour  désigner  le  temps  de 
la  chute  d'un  corps  pevtnt,  suivant  quelque  ligne 
qu'il  descende,  etc.»  comment  cùl-il  elti  possible 
de  résoudre  des  questions  qui  exigent  inévita- 
blement, par  leui'  nature  ,  la  considération  si- 
multanée tic  tous  tes  cas  que  peuvent  déterminer 
ilaus  chaque  phëuoraéue  le»  divers  sujets  qui  le 
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analytiqueyxme  immenseapplication  capitaledesou 
calcul  des  varîalions,  en  remployant  à  distinguer  les 
deux  sortes  de  cliangemens  que  présentent  si  na- 
turellement les  questions  de  mécanique  ration- 
nelle pour  les  divers  points  que  l'on  considéré , 
suivant  que  Ton  compare  les  positions  successives 
qu'occupe 9  en  vertu  du  mouvement^  un  même 
point  de  chaque  corps  dans  deux  instans  consé- 
cutifs f  ou  que  Ion  passe  d'un  point  du  corps  à 
un  autre  dans  le  même  instant.  L'une  de  ces  com- 
paraisons produit  les  différentielles  ordinaires  ; 
1  antre  donne  lieu  aux  variations^  qui  ne  sont ,  là 
comme  partout,  que  des  différentielles  prises  sous 
un  nouveau  point  de  vue.  C'est  dans  une  telle 
acception  générale  qu'il  faut  conce  oir  le  calcul 
des  variations,  pour  apprécier  convenablement 
l'importance  de  cet  admirable  instrument  logi- 
que, le  plus  puissant  que  l'esprit  humain  ait 
construit  jusqu'ici. 

.  La  méthode  des  variations  n'étant  qu'une  im- 
mense extension  de  l'analyse  transcen^lante  géné- 
rale,  je  nai  pas  besoin  de  constater  spécialement 
qu'elle  est  susceptible  d'être  envisagée  sous  les 
divers  points  de  vue  fondamentaux  que  comporte 
le  calcul  des  fonctions  indirectes ,  considéré  dans 
son  ensemble.  Lagrange  a  inventé  le  calcid  des 
variations  d'après  la  conception  inOnilésimah' 
propremcnl  dite,  et  même  bien  avant  d'avoir  en- 
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trepi'islarccoDstnictioagéacrakdti  l'analyse  tratis- 
ceiidantc.  Qu.iud  il  eut  exdcuiv  cette  iniporUuto 
réformatioD ,  il  montra  iiisénient  commc-nt  elle 
pouvait au&si  s'appliquer  au  calent  des  variations, 
qu'il  exposa  avec  tout  le  dévcloppcnivnt  convena- 
ble, Suivant  sa  théorie  de»  fonctions  dérivée». 
ÎMais,  plus  l'emplai  de  la  métbode  des  variations 
esi  diOicile  pour  l'iiiliîlligcacù  à  cause  du  àe^jré 
dabstracliou  sujiériour  des  idées  considérée», 
plus  il  importe  de  ménager  dans  «on  application 
tes  forces  de  notr&«sprit ,  en  adoptant  la  concép- 
tion  analytique  la  plus  directe  et  la  plus  rapide , 
c'est-à-dire,  celle  de  Xx:ïbnit£.  Aussi  Lagraiige 
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Nous  avons  remarqué  y  d'après  Lagrange^  dans 
Ja  leçon  précédente,  la  formation  du  calcul  aux 
différences    partielles ,    créé   par   d'Alembert  , 
comme  ayant  introduit  y  dans  lanalyse  transcen- 
dante ,  une  nouvelle  idée  élémentaire  y  la  notion 
de  deux  sortes  d'accroissemens  distincts  et  in- 
indépendans  les  uns  des  autres  que  peut  recevoir 
une  fonction  de  deux  variables ,  en  vertu  du  chan- 
gement de  chaque  variable  séparément.  C'est  ainsi 
que  l'ordonnée  verticale  d'une  surface ,  ou  toute 
autre  grandeur  qui  s'y  rapporte ,  varie  de  deux 
manières  tout-à-fait  distinctes  et  qui  peuvent  sui- 
vre les  lois  les  plus  diverses  y  en  faisant  croître 
tantôt  l'une  tantôt  l'autre  des  deux  coordonnées 
horizontales.  Or,  une  telle  considération  me  sem- 
ble très-rapprocbée ,  par  sa  nature  ,  de  celle  qui 
sert  de  base  générale  à  la  méthode  des  variations. 
Celle-ci ,  en  effet,  n'a  réellement  fait  autre  chose 
((ue  transporter  aux  variables  indépendantes  elles- 
mêmes  la  manière  de  voir  déjà  adoptée  pour  les 
fonctions  de  ces  variables ,  ce  qui  en  a  singulière- 
ment agrandi  l'usage.  Je  crois ,  d'après  cela ,  que, 
sous  le  seul  rapport  des  conceptions  fondamen- 
tales^ on  peut  envisager  le  calcul  créé  par  d'AJem- 
bert ,  comme  ayant  établi  une  transition  naturelle 

^  pour  objet  de  présenter  rcnsemble  de  cette  analyse  liyper-trans- 
Cvndantc  sous  un  nouveau  point  de  vue .  rpie  je  crois  propre  à  en 
t'iendrc  la  portée  générale. 
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cl  liécessaifc  eotre  le  calcul  infiniuisiiiul  ordi- 
naire L-t  le  r^Mcnl  (les  vamlioiis,  dont  une  idte 
lilialion  nie  parait  devoir  éclaircirct  ntmplilicr  la 
notion  gcntfrale. 

D'apic's  tes  diverses  considérations  indiqitëes 
dans  celle  leçou  ,  U  méthode  des  variations  se 
présente  comiue  le  plus  haut  degré  de  perlectioD 
oonnu  jusqu'ici  de  l'analyse  des  fonctions  indi- 
rcele.s.  Dans  son  éM  primitif,  i^elte  dernière 
analyse  s'câl  preBenlce  comme  un  puissant  moyen 
fçtnéral  de  faciliter  1  étude  mnlbcnia(ii]uc  des  jjié- 
nomènes  naturels,  en  introduisant,  pour  l'ex- 
pression de  leurs  lots.  In  considération  de  gran> 
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rapport  aux  objets  pi*opres  de  la  recherche ,  sont 
aussi  bien  plus  aisées  à  former^  etdesquelles  on  peut 
ensuite ,  par  des  procèdes  analytiques  invariables 
et  complets,  destinés  à  éliminer  le  nouvel  ordre 
d'infinitésimales  auxiliaires  introduit ,  déduire  ces 
équations  différentielles  ordinaires ,  qu'il  eût  été 
souvent  impossible  d'établir  immédiatement.  La 
méthode  des  variations  constitue  donc  la  partie  la 
plus  sublime  de  ce  vaste  système  de  l'analyse  ma- 
thématique qui ,  partant  des  plus  simples  élémeus 
de  1  algèbre ,  organise ,  par  une  succession  d'idées 
iion-in  ter  rompue  »  des  moyens  généraux  de  plus 
en  plus  puissans  pour  l'étude  approfondie  de  la 
philosophie  naturelle,  et  qui,  dans  son  ensemble, 
présente ,  s;ins aucune  comparaison  ,  le  monument 
le  plus  imposant  et  le  moins  équivoque  de  la  por- 
tée de  1  esprit  humain.  Mais,  il  faut  reconnaître 
aussi  que  les  conceptions  habituellement  consi- 
dérées dans  la  méthode  des  variations  étant ,  par 
leur  nature ,  plus  indirectes  ,  plus  générales  ,  et 
surtout  beaucoup  plus  abstraites  que  toutes  les 
autres ,  l'emploi  d'une  telle  méthode  exige  néces- 
sairement, et  d'une  manière  soutenue  ,  le  plus 
haut  degré  connu  de  contention  intellectuelle  ^ 
pour  ne  jamais  perdre  de  vue  l'objet  précis  de  la 
recherche  en  suivant  des  raisonnemens  qui  of- 
frent à  l'esprit  des  points  d'appui  aussi  peu  déter- 
minés ,  et  dans  lesquels  les  signes  ne  sont  presque 


rilILOSOPHlE    POSITIVE. 


35G 

jamais  d'aucun  secours.  On  doil^  Situa  doute 

tribuei'  eu  grande  partie  à  celte  diliicultô  néce»> 

saifflc  peu  d'usage  r^îel  que  Icj.  {■coii«)trcs,  uxccptd 

Lograuge,  oui  fait  jusqu'ici  d'une  c^uccpt  ion  aui«i 

admirable. 
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Sommaire.  Cootodératioiu  générales  «or  le  calcul  aui  diffërenccs 

finies. 


Les  diverses  considërations  fondamentales  in* 
diqoëes  dans  les  cinq  leçons  prëcédentes  consti- 
taent  réellement  toutes  les  bases  essentielles  d'une 
exposition  complète  de  l'analyse  ipathématique , 
envisagée  sous  le  point  de  vue  philosophique. 
Néanmoins,  jpour  ne  n^liger  aucune  conception 
générale  vraiment  importante  relative  à  cette 
analyse  y  je  crois  devoir,  avant  de  passer  à  Tétude 
philosophique  de  la  mathématique  concrète ,  ex- 
pliquer très-sommairement  le  véritable  caractère 
propre  à  un  genre  de  calcul  fort  étendu ,  et  qui, 
bien  que  rentrant  au  fond  dans  l'analyse  ordi- 
naire ,  est  cependant  encore  regardé  comme  étapt 
d'une  nature  essentiellement  distincte.  Il  s'agit  de 
ce  qu'on  appelle  le  calcul  aux  différences  Jinies  y 
qui  sera  le  sujet  spécial  de  cette  leçon. 

TOMB  I.  23 


^ 
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Ce  calcul ,  créé  par  Taylor,  dans  son  célèbre 
ouvrage  inlilulë  méthodes  incrtimentorum,  con- 
siste essentiellement,  comme  on  sait ,  dans  la  <»>□• 
sidcration  des  accroîssemens  finis  que  reçoivent 
les  fonctions  par  suite  d'accroisscmeus  analogues 
de  la  part  des  variables  correspondantes.  Ces  ac- 
croissemens  ou  différences,  auxquels  on  appli- 
que la  caractéristique  A,  pour  les  distinguer  de» 
diJferenttcUes  ou  accroissemcns  înfjnîmrnt  petits, 
peuvent  être,  à  leur  tour,  envisages  comme  de. 
nouvelles  fonctions,  et  devenir  le  sujet  d'une  se- 
conde considération  semblable ,  et  ainsi  de  suite, 
d'où  rcsnUe  la  notion  des  différences  des  divers 


^ 


MATHÉMATIQUES.  SSq 

total  en  deux  calculs  distincts ,  auxquels  on  donne 
ordinairement  les  noms  de  calcul  direct  aux  dif'- 
Jërencesjiniesj  etde  calculinverse  aux  différences 
finies  f  ce  dernier  étant  aussi  appelé  quelquefois 
calcul  intégral  aux  différences  finies.  Chacun  de 
ces  deux  calculs  serait  d'ailleurs  évidemment  sus- 
ceptihle  d'une  distribution  rationnelle  semUaUe 
à  celle  exposée  dans  la  septième  leçon  pour  le  cal- 
cul différentiel  et  le  calcul  intégral ,  ce  qui  me 
dispense  d'en  faire  une  mention  distincte. 

Il  n'est  pas  douteux  que,  par  une  telle  concep- 
tion,  Taylor  a  cru  fonder  un  calcul  d'une  ualure 
entièrement  nouvelle,  absolument  distinct  de 
l'analyse  ordinaire,  et  plus  général  que  le  calcul 
de  LeïLnitz ,  quoique  consistant  dans  une  considé- 
ration analogue.  C'est  aussi  de  cette  manière  que 
presque  tous  les  géomètres  ont  jugé  l'analyse  de 
Taylor.  Mais  Lagrange,  avec  sa  profondeur  ha- 
bituelle ,  a  clairement  aperçu  que  ces  propriétés 
appartenaient  bien  plus  aux  formes  et  aux  nota- 
tions employées  par  Taylor  qu'au  fond  même  de 
sa  théorie.  En  effet ,  ce  qui  fait  le  caractère  pro- 
pre de  l'analyse  de  Leïbnitz ,  et  la  constitue  en  un 
calcul  vraiment  distinct  et  supérieur,  c'est  que  les 
fonctions  dérivées  sont,  en  général,  d'une  toute 
autre  nature  que  les  fonctions  primitives ,  en  sorte 
qu'elles  peuvent  donner  lieu  à  des  relations 
plus  simples  et  d'une  formation  plus  facile  ,  d'où 
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résultent  \vs  admirables  propri^l^  fondamcnblR) 
de  l'aiialpe -ti'»n»o«ndantP,  expliquées  dans  les 
leçons  précédeotos.  Mnùs  il  n'en  est  nultomcnt 
ainsi  pour  les  différences  considi*rée3  jwr  Tay  lor. 
Car  ces  ditTérenccS  sont,  par  leur  natui-e,  des 
fonctions  e.ssenliellcinent  scmblabk-s  i  celles  ([ui 
les  ont  (-■ngendrées ,  ce  qui  les  rend  impropres  ù 
fuctltler  l'établissement  des  t^qiialions ,  cl  ne  leur 
permet  pas  davantage  de  conduire  ^  des  retattous 
plus  générales.  Toute  éipialion  aux  différences 
tînies  est  vraiment ,  au  Ibnd ,  une  équation  direc- 
tement relative  aux  grandeurs  mêmes  dt>nC  on 
compare  les  ^aUsUccâasifs.L'échafaudaire de  noiif^ 
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dicalement  vicieuse ,  en  ce  sens  que  les  formules 
propres  au  premier  calcul  ne  peuvent  nullement 
fournir,  comme  cas  particuliers ,  celles  qui  con- 
viennent au"_second7  dont  la  nature  est  essentiel- 
lement distincte. 

D  après  rensemblede  considérations  que  je  viens 
d'indiquer,  je  crois  que  le  calcul  aux  différences 
finies  est  ordinairement  classé  à  tort  dans  l'ana- 
lyse transcendante  proprement  dite ,  c'est-à-dire 
dans  le  calcul  des  fonctions  indirectes.  Je  le  con- 
çois, au  contraire  ^  en  adoptant  pleinement  les 
importantes  réflexions  de  Lagrange ,  qui  ne  sont 
pas  encore  suffisamment  appréciées,  comme  étant 
seulement  une  branche  très-étendue  et  fort  im- 
portante de  l'analyse  ordinaire ,  c'est-à-dire ,  de  ce 
que  j'ai  nommé  le  calcul  des  fonctions  directes. 
Tel  est,  en  effet,  ce  me  semble,  son  vrai  caractère 
philosophique  ^  que  les  équations  qu'il  considère 
sont  toujours^  malgré  la  notation,  de  simples  équa- 
tions db^ectes. 

En  précisant ,  autant  que  possible ,  l'explica- 
tion précédente  ,  on  doit  envisager  le  calcul  de 
Taylor  conmie  ayant  constamment  pour  véritable 
objet  la  théorie  générale  des  suites  ,  dont ,  avant 
cet  illustre  géomètre,  on  n'avait  encore  considéré 
que  les  cas  les  plus  simples.  J'aurais  dû,  rigou- 
reusement, mentionner  cette  importante  théorie 
en  traitant ,  dans  la  cinquième  leçon  ^  de  Talgèbre 
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jiropremeiiL  dite ,  dont  cite  c&t  une  }»rauehc  nt 
éleiidue.  Mais ,  atin  d'éïilcr  tooi  douWc  cthploi , 
j'ai  préilérëncla  signaler  qu'en  consid^rani  le  cal- 
cul aux  ditréi-ences  finies^  qui ,  i-éduît  îk  sa  plus 
simple  oxprcssioQ  générale,  nVitt  nuire  choac, 
datui  loutc  sou  étendue,  qu'une  étude  rationnelle 
complète  des  questions  relatives  aux  suites. 

Toute  suile,  on  succession  de  nombres  déduits  , 
les  uns  des  autres  d'aprè»  nne  lot  cousiante  quel- 
conque ,  donne  lieu  nécessairement  k  ocs  éea.\ 
questions  iondamentoles  :  i<*  la  loi  de  la  suite 
étaul  supposée  connue ,  trouver  l'expression  de  Mn 
turme  eénét;d  .  de  otanièrc  i>  nouvoir  calculer  îm- 
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suivaiu  le  nombre  de  termes  précédeiis  dont 
chaque  terme  dépend  immédiatement,  et  suivant 
la  fonction  qui  exprime*  cette  dépendance.  On 
peut  même  considérer  des  séries  à  plusieurs  in- 
dices variables ,  comme  Ta  fait  Laplace  dans  là 
théorie  analjrtique  des  probabilités ,  par  l'analyse 
à  laquelle  il  a  donné  le  nom  de  théorie  desjbnc* 
lions  génératrices  y  bien  qu'elle  ne  soit  réelle- 
ment qu'une  branche  nouvelle  et  supérieure  du 
calcul  aux  différences  finies^  ou  de  la  théorie  gé- 
nérale des  suites. 

Les  divers  aperçus  généraux  que  je  viens  d'in-- 
diquer  ne  donnent  même  qu'une  idée  imparfaite 
de  l'étendue  et  de  la  variété  vraiment  infinie  des 
questions  auxquelles  les  géomètres  se  sont  élevés 
d'après  cette  seule  considération  des  séries ,  si 
simple  en  apparence^  et  si  born^  à  son  origine. 
Elle  présente  nécessairement  autant  de  cas  divers 
que  la  résolution  algébrique  des  équations  en- 
visagée dans  toute  son  étendue;  et  elle  est, 
par  sa  nature ,  beaucoup  plus  compliquée ,  tel- 
lement même  quelle  en  dépend  toujours,  pour 
conduire  li  une  solution  complète.  C'est  assez 
faire  pressentir  quelle  doit  être  encore  son  ex- 
trême imperfection ,  malgré  les  travaux  successifs 
de  plusieurs  géomètres  du  premier  ordre.  Nous 
ne  possédons,  en  effet,  jusqu'ici  que  la  solution 
totale  et  rationnelle  des  plus  simples  questions  de 
celle  nalure. 
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Il  est  maintenant  aise  tic  concevoir  l'iilenliïé 
nécessaire  et  parfaite  que  j'ai  annoncée  ct-dessiu, 
d'après  les  indication»  d«  L»grang«,  entre  le  cal- 
cul aux  ditTci-euces finies,  et  la  iliéorie  de»  suites 
prise  diins  son  ensemble.  En  eÛct,  toute dilTdren- 
lialion  h  la  manière  de  Taylor  revient  cvideui- 
ment  à  trouver  la  ioi  de  formation  d'une  suite  à 
un  ou  :i  plusieurs  indices  variable»,  d'après  l'ex- 
pression de  son  terme  {{énëral  ;  de  même ,  toute 
intégration  analogue  peut  être  regardée  comtuc 
ajantpoiir  objet  la  sommation  d'unt*  suite,  dont 
le  terme  général  serait  exprimé  par  la  différence 
proposée.  Sous    ce  rapport,  Ie«  divers  prehj^ 
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la  supposition  mémo  la  plus  favorable ,  aucuu 
avantage  important  à  le  concevoir  comme  déla- 
cbé  de  l'analyse  ordinaire  ,  dont  il  n'est  »  à  vrai 
dire ,  qa'une  branche  immense.  Cette  considéra- 
tion des  différences,  le  plus  souvent  inutile  quand 
elle  ne  complique  pas ,  me  semUe  conserver 
encore  le  caraictère  d'une  époque  où  les  idées 
aïkalytiques  n'étant  pas  assez  familières  aux  géo- 
mètres, ils  devaient  naturellement  préférer  les 
formes  spéciales  propres  aux  simples  comparai- 
sons numériques. 

Quoi  qu'il  en  soit»  je  ne  dois  pas  terminer  cette 
appréciation  générale  du  calcul  aux  différences 
finies  y  sans  signaler  une  nouvelle  notion  à  laquelle 
il  a  donné  naissance,  et  qui  a  pris  ensuite  une  grande 
}mport«incc.  C'est  la  considération  de  ces  fonctions 
péiiodiijues  ou  discontinues ,  conservant  toujours 
la  même  valeur  pour  une  suite  infinie  de  valeurs 
assujéties  à  une  certaine  loi  dans  les  variables  cor- 
respondantes y  et  qui  doivent  être  nécessairement 
ajoutées  aux  int^rales  des  équations  aux  diffé- 
rences finies  pour  les  rendre  suffisaminent  géné- 
rales, comme  on  ajoute  de  simples  constantes 
arbitraires  à  toutes  les  quadratui-es  afin  d'en  com- 
pléter la  généralité.  Celte  idée,  primitivement 
introduite  par  Euler ,  est  devenue^  dans  ces  der- 
niers temps,  le  sujet  de  travaux  fort  étendus  de 
la  part  de  M.  Fouricr ,  qui  l'a  transportée  dans  le 
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système  général  de  VêmljiX,  et  qui  en  n  fail  un 
uaagc  tclK-nientaeuf  et  si  essentiel  pour  lu  ihéorie 
matliématiquc  de  la  chaleur  que  cette  conception» 
daus  son  état  actuel ,  lui  appartient  vraiment  d'une 
maaière  cxc]u>ive. 

Afin  de  signaler  complètement  le  caractère 
philosophique  du  ca'cul  aux  différence»  Cotes, 
je  ne  dois  pas  négliger  de  mentionner  ici  rapide- 
ment les  principales  appticalion»  générales  iju'oii 
en  a  faites  jusqu'il  présent. 

11  faudrait  placer  au  premier  raiig,  comme  U 
plus  étendue  et  la  plus  iaiportanle,  la  solutiOD 
des  questions  relatives  aux  ^uile»,  si,  d'aprfes  le* 


^ 
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Taylor  y  combien,  ainsi  que  je  Tai  explique  plus 
haal ,  la  considâration  des  différences  est  vrai- 
ment étrangère  et  souvent  gênante,  rdativement 
aux  questions  qui  dépendent  de  cette  analyse.  En 
effet  y  Lagrange  a  remplacé  les  formules  d'interpo- 
lation déduites  de  Talgorithme  ordinaire  du  cal- 
cul aux  di£Rérences  finies  par  des  formules  gàié- 
raies  beaucoup  plus  simples ,  qui  sont  aujourdliui 
presque  toujours  préférées ,  et  qui  ont  été  trouvées 
directement,  sans  faire  jouer  aucun  râle  à  la  no- 
tion superflue  des  différences  j  qui  ne  faisaient  que 
compliquer  la  question. 

Une  dernière  classe  importante  d'applications 
du  calcul  aux  différences  finies ,  qui  mérite  d'être 
distinguée  de  la  précédente  ^  consiste  dans  l'usage 
éminemment  utile  qu'on  en  fait,  en  géométrie, 
pour  déterminer  par  approximation  la  longueur 
et  l'aire  de  quelque  courbe  que  ce  soit ,  et ,  de 
même ,  la  quadrature  et  la  cubature  d'un  corps 
ayant  une  forme  quelconque.  Ce  procédé ,  qui 
peut  d'ailleurs  être  conçu  abstraitement  comme 
dépendant  de  la  même  recbercbe  analytique  que 
la  question  des  interpolations ,  présente  souvent 
un  supplément  précieux  aux  méthodes  géométri- 
ques entièrement  rationnelles,  qui  conduisent 
fréquemment  à  des  int^ations  qu'on  ne  sait 
point  encore  effectuer  ^  ou  à  des  calculs  d'une  exé- 
cution très-compliquée. 
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Telles  sont  les  diTvracti  conitidcraiion»  prûici* 
paies  que  j'ai  cru  devoir  iiidi(|i)er  rolativciucul 
calculdes  dUTerenccstinies.  Cc!t  examen  complète 
l'élude  philosophique  c|uc  icmutaiti  proposii d'e»> 
qiiisscr  pour  la  matbémattijuc  abstrailc.  Nowidc- 
vons  maiiilenant  procéder  i  un  travail  semblable 
sur  ta  mathématique  concrète,  où  nous  uuusalta* 
obérons  surtout  à  concevoir  «rotnment ,  en  suppo- 
sant parfaite  la  siencegénéntledu  calcvl,  ou  apu, 
par  des  procèdes  invarinhlea,  réduire  à  de  pures 
questions  d'analyse  tous  les  problème»  que  peu- 
vent présenter  la  (féomctric  et  la  mécanique,  et 
imprimer  ainsi  à  ces  deux  bancs  fondamantalw  <ie 


inci-   n 
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DIXIEME  LE€ON. 


SOMBlAilifi.  Va«  géfiëi^ale  de  U  gcomftrie. 

D'après  Teiqplicatioii  géaërale  {irésentëe  dans 
la  troisième  leçon  rektivemenl  au  caractère  phi- 
]os<qphiquede  la  mathématique  concrète,  compare 
à  «lai  de  la  mathématique  abstraite ,  je  n  ai  pas 
besoin  d'établir  ici,  d'une  manière  qiéciale ,  que  la 
géonétrie  doit  être  considérée  comme  une  iréritable 
scîenoe  naturelle ,  seulement  bien  plus  sim{de  et 
par  suite  beaucoup  plus  parfaite  qu'aucune  autre. 
Cette  periection  nécessaire  de  la  géométrie^  obte- 
nue ésaentidlement  par  l'application ,  qu'elle  com- 
porle  ai  éminemment,  de  l'analyse  mathématique, 
fait  ordinairement  illusion  sur  la  nature  réelle 
de  cette  science  fondamentale,  que  la  plupart 
des  esprits  conçoivent  aujourd'hui  comme  une 
science  purement  rationnelle,  toQt<^-fait  indépen- 
dante de  l'observation.  Il  est  néanmoins  évident , 
pour  quiconque  examine  avec  attention  le  carac- 
tère des  raisonnemens  géométriques ,  même  dans 
TOME  I.  24 
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VétAt  nctuct  (le  la  gcomëtric  absu-aîlc ,  que ,  si  la 
liiits  qu'on  v  considère  sont  l^caticoup  plu»  lié» 
<-nlr'cux  cju»;  euus  rcliiiirs  h  loule  autre  scîeii«%,  * 
il  existe  toujuars  cependant,  par  rapport  Ji  duk- 
qtif  corps  étudie  par  les  ni-oDièlrcs,  un  certain 
nombre  <lc  phënomèiivit  primitifs  ,  qui  ,  oVtant 
établis  j»r  aucun  rainounctiieiit ,  iic  peuvent  être 
fondés  que  sur  l'observation  ,  et  cousliiueiit  la 
base  nécessaire  de  toutes  lc&  déduclioos.  L'er- 
reur commune  à  cet  éfprd  doit  ^trc  regardée 
comme  un  reste  d'influence  de  l'esprit  mclapby- 
stquc,  qui  a  si  long-temps  dominé,  même  dan» 
les  études  eéDtnëtrioucs.  ladcDeQdmnracnLde-U— 
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est  donc ,  par  sa  nature^  plus  générale  que  la  mé- 
canique. En  même  temps  y  ses  phénomènes  sont 
plus  simples;  car  ils  sont  évidemment  indépen- 
dans  des  phénomènes  mécaniques,  tandis  que 
ceux-ci  se  compliquent  toujours  nécessairement 
des  premiers.  Il  en  est  de  même,  en  comparant 
la  géométrie  à  la  thermolc^ie  abstraite»  qu'on  peut 
concevoir  aujourd'hui ,  depuis  les  travaux  de  M. 
Fourier,  ainsi  que  je  lai  indiqué  dans  la  troi- 
sième leçon  y  comme  une  nouvelle  branche  géné- 
rale de  la  mathématique  concrète.  En  efiet,  les 
phénomènes  thermologiques,  considérés  même  in- 
dépendamment des  effets  dynamiques  qui  les  ac- 
compagnent presque  constamment  y  surtout  dans 
les  corps  fluides,  dépendent  nécessairement  des 
phénomènes  géométriques ,  puisque  la  forme  des 
corps  influe  sur  la  répartition  de  la  chaleur. 

C'est  pour  ces  diverses  raisons  que  nous  avons 
dû  classer  précédemment  la  géométrie  comme  la 
première  partie  de  la  n:athématique  concrète, 
celle  dont  l'étude ,  outre  son  importance  propre , 
sert  de  base  indispensable  à  toutes  les  autres. 

Avant  de  considérer  directement  l'étude  phi- 
losophique des  divers  ordres  de  recherches  qui 
constituent  la  géométrie  actuelle ,  il  faut  se  faire 
une  idée  nette  et  exacte  de  la  destination  générale 
de  cette  science,  envisagée  dans  son  ensemble. 
Tel  est  l'objet  de  cette  leçon. 

.  î4. 
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On  (iéfiiiit  cooimiinànent  In  géométrie  d'iioe 
manière  lrp*-vague  el  toul-à-fail  vicieuse,  en  « 
horoantà  lo  prciaeiilur  cnminc  ia  science  de  f  éten- 
due. IL  conviendrait  d'alioril  d'amtiliorer  'cette 
définition,  en  diunti  a^-ec  plus  de  précision, 
que  la  gconiélric  a  pour  objet  la  mesurt  de  reten- 
due. Mais  une  telle  explication  sei'ait,  pair  elle- 
même,  fort  insuffisante,  bien  <]ue,  aufond^elte 
■oit  exacte.  Un  aperçu  aussi  imparfait  ne  | 
nullement  faire  connaître  le  véritable  caractj 
gënémldc  U  science  gc^oni étriqué. 

Pour  y  parvenir,  je  crois  devoir  éclaircirpnéih' 
l&blement  ieat  notions  fondamaitales,  qui,  tnl^. 


peM 
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eo  effet ,  que^  sous  le  rapport  géomëtrique  »  une 
telle  en^reifUe  peut  être  substitua)  au  corps  lui-r 
même ,  sans  que  les  raisonnemens  en  soient  al- 
lérës.  Quant  à  la  nature  physique  de  cet  espace 
indéfini ,  nous  devons  spontanément  nous  le  fCH 
présenter,  pour  plus  de  facilité ,  comme  analogue 
au  milieu  effectif  dans  lequel  nous  vivons,  telle- 
ment que  si  ce  milieu  était  liquide»  au  lieu  d*étre 
gaseuzi  notre  es/Mice  géométrique  serait  sans  doute 
conçu  aussi^  comme  liquide.  Cette  circonstance 
n'est  d'ailleurs  évidemment  que  très-secondaire , 
l'objet  essentiel  d'une  telle  conception  étant  seule- 
ment de  nous  faire  envisager  l'étendue  séparément 
dos  corps  qui  nous  la  manifestent.  On  comprend 
aisément  à  priori  l'importance  de  cette  image 
fondamentale ,  puisqu'elle  nous  permet  d'étudier 
les  phénomènes  géométriques  en  eux-mêmes  , 
abstraction  faite  de  tous  les  autres  phénomènes 
qui  les  accompagnent  constanunent  dans  les  corps 
réels  y  sans  cependant  exercer  si^r  eux  aucune  in- 
fluence. L'établissement  r^ulier  de  cette  abstrac- 
tion générale  doit  être  regardé  comme  le  premier 
pas  qui  ait  été  fait  dans  l'étude  rationnelle  de  la 
géométrie,  qui  eût  été  impossible  s'il  avait  fallu 
continuer  à  considérer  avec  la  forme  et  la  gran- 
deur des  corps  Tensemble  de  toutes  leurs  autres 
propriétés  physiques.  L'usage  d'une  semblable 
hypothèse,  qui  est  peut-être  la  plus  ancienne 
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couccption  philosophique  crée»  par  re^pii^  Luh^ 
main,  tiousest maintenant flevcnusi  l'aniilier,  qiH| 
nous  avons  peine  i^  mesurer  vsactcmcat   son  in>r 
portance.  on  appréciant  les  cuniiequences  qui  ré* 
sulteruieiit  de  sa  suppression.  • 

Les  spéculation»  gëomctri(|Ucs  ayaol  pu  aiiUt' 
devenir  aWraites,  elles  ont  acquis  non-seulemcat 
plus  de  siiiijilicilé^  mais  encore  plus  de  géncralil^ 
Tant  que  l'étendue  est  cousiderck:  dans  les  corpif 
cuK-mèmcs,  on  ne  peut  prendre  pour  sujet  def^ 
reciicrelu's  que  lei>  lonneseirectivenii'ut  realisëtJH 
dans  UnaUire,  ce  qui  restreindrait  singuliàretaenl 
le  champ  de  la  géométrie-  Au  contraire,  en  o(id( 
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point  y  et  dont  1  explication  ordinaire  est  si  peu 
satisfaisante. 

Quoiqu'il  soit  évidemment  impossible  de  con- 
cevoir aucune  étendue  absolument  privée  de  l'une 
quelconque  des  trois  dimensions  fondamentales , 
il  n'est  pas  moins  incontestable  que ,  dans  une 
foule  d'occasions^  même  d'une  utilité  immédiate  ; 
]es  questions  géométriques  ne  dépendent  que  de 
deux  dimensions ,  considérées  sé)>arément  de  la 
troisième ,  ou  d'une  seule  dimension ,  considéra 
séparément  des  deux  autres.  D'un  autre  côlé, 
indépendamment  de  ce  motif  direct ,  l'étude  de 
l'étendue  aune  seule  dimension  et  ensuite  à  deux 
se  présente  clairement  comme  un  préliminaire 
indispensable  pour  faciliter  l'étude  des  corps  com- 
plets ou  à  trois  dimensions ,  dont  la  théorie  im- 
médiate serait  trop  compliquée.  Tels  sont  les 
deux  motifs  généraux  qui  obligent  les  géomètres 
à  considérer  isolement  l'étendue  sous  le  rapport 
d'une  ou  de  deux  dimensions,  aussi  bien  que  re- 
lativement à  toutes  les  trois  ensemble. 

C'est  afin  de  pouvoir  penser,  dune  manière 
permanente  ,  à  l'étendue  dans  deux  sens  ou  dans 
un  seul  y  que  1  esprit  humain  se  forme  les  notions 

peut  même  remarquer  que ,  le  plus  souvent ,  afin  que  les  corps  s« 
Pénètrent  mutuellement  avec  plus  de  facilite,  nous  sommes ohli- 
S^  de  nous  repre'senter  comme  creux  l'intôrieur  des  vofumes , 
^  (lui  rend  encore  plus  sensible  Pimpropriéte  du  mot  sofide. 
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géo^ralcs  de  surface,  cl  de  ligne.  Lei  expreaùoor 
hyperboliques  habilucllcoiviit  cinjilojées  par  le* 
géomètres  pour  les  définir  ,  tendent  à  en  fain' 
concevoir  une  fausse  idée.  MaJK  ,  examinées  eu 
flIes-mémes  ,  elles  n'ont  d'autre  deslination  ifiH' 
de  nous  |>ermcttr«  de  raisonner  .ivoc  facilité  sur 
ces  deux  genres  d'étendue,  en  faisant  complète- 
iiicnt  alistraction  de  ce  qui  ne  doit  pas  être  pris 
en  considération.  Or,  il  suffit ,  pour  cela,  de  con- 
cevoir la  dimension  que  l'on  veut  éliminer  comme 
devenue  graduellement  de  plus  en  plus  potito, 
les  deux  autres  restant  les  mêmes,  jusqu'il  ce 
(pi'elle  soit  parvenue  A  un  tel  d(^ré  de  ténuité 


\ 
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Miiveut  trop  d'importance ,  n'est  que  secondaire. 

Les  surfaces  et  les  lignes  sont  donc  réellement 
toujours  conçues  avec  trois  dimensions  ;  il  serait, 
en  effet ,  impossible  de  se  représenter  une  sur- 
face autrement  que  comme  une  plaque  extrême^ 
ment  mince ,  et  une  ligne  autrement  que  comme 
un  fil  infiniment  délié.  Il  est  même  évident  que 
le  degré  de  ténuité  attribué  par  chaque  individu 
aux  dimensions  dont  il  veut  faire  abstraction , 
n'est  pas  constamment  identique  y  car  il  doit  dé- 
pendre du  degré  de  finesse  de  ses  observations 
géométriques  habituelles.  Ce  défaut  d'uniformité 
nV  d'ailleurs  aucun  inconvénient  réel ,  puisqu'il 
suffit^  pour  que  les  idées  de  surface  et  de  ligne 
remplissent  la  condition  essentielle  de  leur  des- 
tination j  que  chacun  se  représente  les  dimensions 
à  négliger  comme  plus  petites  que  toutes  celles 
dont  ses  expériences  journalières  lui  donnent  oo 
casion  d'apprécier  la  grandeur. 

On  doit  sans  doute  regretter  qu'il  soit  encore 
nécessaire  aujourd'hui  d'indiquer  expressément 
une  explication  aussi  simple  que  la  précédente , 
dans  un  ouvrage  tel  que  celui-ci.  Mais  j'ai  cru 
devoir  signaler  rapidement  ces  considérations  à 
cause  du  nuage  ontologique  dont  une  fausse  ma- 
nière de  voir  enveloppe  ordinairement  ces  notions 
premières.  On  voit  par  là  combien  sont  dépour^ 
vues  de  toute  espèce  de  sens  les  discussions  fan- 
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tactiques  tira  niétaphysîcieo»  sur  les  i'onilcmci 
de  la  ^éomi^trie.  On  doit  aussi  i-eiitai-qtier  que  cctÀ 
xAées  pi-iiiiordiales  sont  habiluellciiient  préaienldet  4 
par  k'H  •^éomitten  d'une  manière  peu  philosopliit 
que  ,  ptiisqu'ils  ciposcut ,  pr  c\eniple  ,  les  n»^  h 
tigns  des  dil]erentcs sortes  d'tjicudue  dans  iiu  ordrt  ^ 
absolument  inverse  de  leur  endiaîiiomcnl  ualii- 
rd.ccqiii  rngcndr<; souvent ,  pour  l'cn^eif^nctneiU .  J 
élëmentaire,  les  plus  graves  incoiiviSiiieiis. 

Ces  prci iininaires  étant  pos^  ,  nous  pouvuul  J 
procéder  directement  à  la  ddiinition  générale  tbt  '. 
la  géonicU'ie ,  en  concevant  toujours  cette  scieiicq  ' 
comme  ayant  pour  but  final  la  mesure  de  1'^ 
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odJe  des  lignes ,  n'est  jamais  conçue ,  même  dans 
les  cas  les  plus  simples  et  les  plus  favorables , 
comme  sefiectuant  Immédiatement.  On  regarde 
comme  directe  la  comparaison  de  deux  lignes; 
celle  de  deux  surfaces  ou  de  deux  volumes  est , 
au  contraire ,  constamment  indirecte.  £n  effet , 
on  conçoit  que  deux  lignes  puissent  être  super- 
posées ;  mais  la  superposition  de  deux  surfaces  y 
ou  y  à  plus  forte  raison ,  celle  de  deux  volumes , 
est  évidemment  impossible  à  établir  dans  le  plus 
grand  nombre  des  cas;  et,  lors  même  qu'elle  de- 
vient rigoureusement  praticable  «  une  telle  com- 
paraison n'est  jamais  ni  commode ,  m  susceptible 
({exactitude.  Il  est  donc  bien  nécessaire  d'expli- 
quer en  quoi  consiste  proprement  la  mcsiu*e  vrai- 
ment géométrique  d'une  surface  ou  d'un  volume. 
Il  faut  considérer  y  pour  cela,  que  ,  quelle  que 
puisse  être  la  forme  d'un  corps^  il  existe  toujours 
Un  certain    nombre  de  lignes  «    plus  ou  moins 
faciles  à  assigner ,   dont  la  longueur  sufQt  pour 
définir  exactement  la  grandeur  de  sa  surface  ou 
de  son  volume. La gépnié trie,  regardant  ces  ligues 
comme  seules  susceptibles  d'être  mesurées  imuié* 
diatementy  se  propose  de  déduire,  do  leur  simple 
détermination  ,  le  rapport  de  la  surface  ou  du 
volume  cherchés,  <i  l'unité  de  surface  ou  à  l'unité 
de  volume.  Ainsi  L'objet  général  de  la  géométrie, 
relativement  aux  surfaces  et  aux  volumes,  est 
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pro)truuieut  de  rameiier  loutci  los  coniporaicoil» 
lie  surfaces  ou  de  volumes ,  i  de  «impies  compa- 
raisuiiji  de  lignes. 

Oulro  la  facilité  imoiense  que  prëacote  ^- 
df^mmrnt  une  telle  transformalioii  pour  la  niesure 
des  volumes  et  de»  surfaceB ,  il  en  icsulte  >  en  U 
coosidérant  d'uue  manière  plus  étendue  et  plus 
scientilique ,  la  possibilité  géuétatc  de  réduire  i 
des  questions  de  lignes  ,  toutes  Icx  [[U€*ti(wu  re- 
latives aux  volumes  et  aux  surfaces,  envisagé» 
c]uant  à  leur  grandeur.  Tel  esl  souvent  l'usage  Id 
plus  important  de»  expressions  géométriques  qui 
déterminent  les  surfaces  et  les  voliunea  en  foiic- 
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pouvoir  prendre  aisément  toutes  les  formes  qu'on 
veut  leur  donner*  Mais  tous  les  moyens  de  cette 
nature  sont  purement  mécanicpies  y  et  la  géomé- 
trie rationnelle  les  rejette  nécessairement. 

Pour  rendre  plus  sensible  la  différence  de  ces 
déterminations  avec  les  véritables  mesuresgéomé- 
triques  y  je  citerai  un  seul  exemple  trè^^remar- 
c[uable ,  la  manière  dont  Galilée  évalua  le  rapport 
de  1  aire  de  la  cycloïde  ordinaire  à  celle  du  cercle 
générateur.  La  géométrie  de  son  temps  étant  en* 
core  trop  inférieure  à  la  solution  rationnelle  d'un 
tel  problème  j  Galilée  imagina  de  chercher  ce 
rapport  par  une  expérience  directe*  Ayant  pesé 
le  plus  exactement  possible  deux  lames  de  même 
matière  et  d'^ale  épaisseur ,  d'ont  l'une  avait  la 
fonïie  d'un  cercle  et  l'autre  celle  de  la  cycloïde 
engendrée ,  il  trouva  le  poids  de  celle-ci  con- 
stamment triple  de  celui  de  la  première  >  d'où  il 
conclut  que  l'aire  de  la  cyloïde  est  triple  de  celle 
du  eerde  générateur  y  résultat  conforme  à  la  vé- 
ritable solution  obtenue  plus  tard  par  Pascal  et 
Wallis.  Un  tel  succès,  sur  lequel  d'ailleurs  Ga- 
lilée n'avait  pas  pris  le  change  >  tient  évidemment 
à  l\dxtréme  simplicité  réelle  du  rapport  cherché; 
et  <m  conçoit  rinsuffisance  nécessaire  de  sembla- 
Mes  cxpédiens ,  même  lorsqu'ils  seraient  effecti- 
vement praticables. 

Oit  voit  clairement ,  d'après  ce  qui  précède . 
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Cil  tjuoi  consistent  proproment  la  partie  île 

gcoiiit-triL-  relative  aux  vcitumL-s  et  celle  rclali 
aux  siirt';icoK.  Mais  on  ne  conçoit  pas  aussi  uctie^ 
tcment  Iv   caractère  de  la  {■dumëtric  des   lignes, 
puisque  nous  avons  seniMé,  gtoui*  .simplifier  l'ex- 
position ,  considérer  la  mesure  dcH  lignes  coniui»  i] 
se  fcsanl  immédiatement.  II  faut  dune,  par  ^apl^^~^ 
porl  à  cllos^  un  complément  d'explication. 

A  cet  cil'et,  il  suilît  de  distingiiei-,  enti-e  la  lij^ne 
droite  et  les  lignes  courbes;  la  mesure  de  la 
preniiôic  ctaiit  seule  ropirdée  comme  dirccle,  et 
celle  des  autres  comme  contttamment  indirecte- 
Bien  (|ue  la  superpotiitioti  soit  quelquefois  rîgou- 
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Ainsi  y  dans  un  cercle,  il  est  ëvident  que  de  la 
longueur  du  rayon  on  doit  pouvoir  conclure  celle 
de  la  circonférence;  de  même,  la  longueur  d'une 
ellipse  dépend  de  celle  de  ses  deux  axes  ;  la 
longueur  d  une  cy  cloïde,  du  diamètre  du  cercle  gé- 
nérateur,  etc.  ;  et  si  y  au  lieu  de  considérer  la  tota-* 
lité  de  chaque  courbe,  on  demande  plus  générale- 
ment la  longueur  d'un  arc  quelconque ,  il  suffira 
d'ajouter ,  aux  divers  paramètres  rectilignes  qui 
déterminent  l'ensemble  delà  courbe,  la  corde  de 
l'arc  proposé ,  ou  les  coordonnées  de  ses  extré- 
mités. Découvrir  la  relation  qui  existe  entre  la 
Icmgueur  d'une  ligne  courbe  et  celle  de  sembla- 
bles lignes  droites,  tel  est  le  problème  général 
qu'on  a  essentiellement  en  vue  dans  la  partie  de 
la  géométrie  relative  à  l'étude  des  lignes. 

En  combinant  cette  considération  avec  celles 
précédemment  exposées  sur  les  volumes  et  sur 
les  surfaces ,  on  peut  se  former  une  idée  très-nette 
de  la  science  géométrique ,  conçue  dans  son  en- 
semble, en  lui  assignant  pour  destination  gêné- 
Jrale  de  réduire  finalement  les  comparaisons  de 
t  outes  les  espèces  d'étendue ,  volumes ,  surfaces , 
ou  lignes,  à  de  simples  comparaisons  de  lignes 
cJroitcs,  les  seules  regardées  comme  pouvant  être 
effectuées  immédiatement,  et  qui,  en  effet,  ne 
sauraient  évidemment  être  ramenées  à  d'autres 
plus  faciles.  En  même  temps  qu'une  telle  concep- 
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lioiiDmnifefiteditirenientleTiîritaUecaraclèrfidf 
la  géomciric,  pUp.  mn  srnihlfl  pmprcà  faire  apca-- 
cevoir,  d'un  coup-d'œi!  unique,  soo  utilité  d 
Mperleclioii. 

Afin  de  cotnidéler  rigoureusemcal  celte  expU- 
catioa  foiidamenUle ,  il  me  reste*  indiiper  com- 
ment il  jx-iil  y  avoir,  en  géometri<^ ,  une  ticciioii 
speci;ilc  rt^UtivR  à  la  ligne  droite,  en  qui  parût 
d'abord  incompatible  avec  le  principe  qucU  mc> 
sure  de  cette  classe  de  li-;nes  doit  être  toujoan 
i-egard(^p  cuinme  imtitêdiale. 

Elle  l'est,  en  cfTct,  par  rnpport  ^  celle  des  ligoe* 
courbes,  ut  de  tous  le»  Bulros  objetsijue  lagéo- 
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tanlde  leur  assmnblage.  Cette  partie préliniinairo 
de  la  gëomélrie ,  qtii  semble  pour  ainsi  dire  im- 
perceptible quand  on  envisage  1  ensemble  de  la 
science ,  est  néanmoins  susceptible  d'un  très-grand 
développement,   lorsqu'on  veut  la   traiter  dans 
toute  son  étendue.  Elle  est  évidemment  dautant 
plus  importante  ^  que ,  toutes  les  mesures  géomé* 
triques  devant  se  ramener ,  autant  que  possible , 
à eelle des  lignes  droites,  l'impossibilité  do  dé- 
terminer ces  dernières  suffirait  pour  rendre  incom- 
plète la  solution  de  chaque  question  quelconque. 
Telles  font  donc,  suivant  leur  enchaînement 
ntturel ,  les  diverses  parties  fondamentales  de  In 
géométrie  rationnelle.  On  voit  que,  pour  suivre 
dans  son  étude  générale  un  ordre  vraiment  dog- 
matique, il  faut  considérer  d'abord  la  géométrie 
des  lignes  ,  en  commençant  par  la  ligne  droite, 
et  passer  ensuite  à  la  géométrie  des  surfaces ,  pour 
traiter  enfin  celle  des  volumes.  Il  y  a  lieu  de  s'é- 
tonna*, sans  doute ,  qu'une  classification  mélhodi- 
^e  qui  dérive  aussi  simplement  de  la  nature  même 
delà  science  n'ait  pas  été  constamment  suivie. 

Après  avoir  déterminé  avec  précision  l'objet  gé- 
néral et  définitif  des  recherches  géométriques  , 
il  faut  maintenant  considérer  la  science  sous  le 
apport  du  champ  embrassé  par  chacune  de  ses 
trois  sections  fondamentales. 
Ainsi  envisagée ,  la  géométrie  est  évidemment 

TOME    I.  25 
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susccptiljlo,  par  sa  natun; ,  d'une  exUMuion  rigou- 
i-cusciiieiit  indé6iiie  ;  car  ]a  iiiesurv  des  lignes,  de» 
suriaccN  on  drs  volumes,  pi-usi-nlc  néocssaircincnt 
autant  i\c  questions  ditiùnult^  que  l'on  peut  con> 
ucvoir  d<;  foiTnesdifienînlRs,  .issujcuics  k  des  dé- 
finitions <^:iaclc8 ,  cl  le  nombre  en  est  «vidcninteot 
iufmi. 

Les  pt-omèlrcs  se  sont  l»om«s  d'ahopd  i  consi- 
dérer les  l'ortneslcsplus  simples  que  la  nature  leur 
fournissait  iniinédiiil4.'incnl ,  uu  qui  se  déduisaient 
de  ce.t  (^létiiciis  primilifs  par  les  combinaisons  las 
moins  complitjuccs.  Mais  ils  ont  senti ,  depuis 
Descartes ,  tjue,  pour  coustilucr  la  science  d«  la  ^ 
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dans  la  géométrie  vrainieût  rationûelle ,  que  la  né- 
cessité de  considérer ,  autant  que  possible,  toutes 
les  fermes  qu'on  peut  concevoir  rigoureusement • 
L'examen  le  moins  approfondi  suffit  pour  faire 
comprendre  que  ces  formes  présentent  une  va* 
riété  tout-à*fait  infinie.  Relativement  aux  lignes 
courbes  ,  en  les  regardant  conune  engendrées  par 
le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  une  certaine  , 
loi,  il  est  clair  qu'on  aura ^  en  général ,  autant  de 
courbes  dififérentcs  que  Ion  supposera  de  lois  dif- 
férentes pour  ce  mouvement  j  qui  peut  évidem- 
ment s  opérer  suivant  une  infinité  de  conditions 
distinctes  ,  quoiqu'il  puisse  arriver  accidentelle- 
ment quelquefois  que  de  nouvelles  générations 
produisent  des  courbes  déjà   obtenues.    Ainsi  y 
pour  me  borner  au\  seules  courbes  planes  ,  si  un 
point  se  meut  de  manière  à  rester  constamment 
à  la  même  distance  d'un  point  fixe ,  il  engendrera 
un  cercle  ;  si  c'est  la  somme  ou  la  différence  de 
ses  distances  à  deux  points  fixes  qui  demeure  cons- 
tante y  la  courbe  décrite  sera  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  ;  si  c'est  leur  produit  y   on  aura  une 
courbe  tou  te  différente;  si  le  point  s'écarte  toujours 
également  d'un  point  fixe  et  d'une  droite  fixe  ,  il 
décrira  une  parabole  ;  s'il  tourne  sur  un  cercle  en 
même  temps  que  ce  cercle  roule  sur  une  ligne 
droite  j  on  aura  une  cycloïde  ;  s'il  s'avance  le  long 
d'une  droite,  tandis  que  cette  droite,  fixée  par 
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uni>  de  6(>!t  exUémibéà,  tourne  d'une  manière** 
(jutrlconquc ,  il  ou  résultera le  qu'on  appelle  ,  en 
géiiéial,  des  spirale»  qui ,  h  ellt?s  «eulcs ,  pr(fM<a- 
tenl  (iviilemuwut  auUttit  di;  coiu'hes  pirraitomcat 
disUncU»  ,  qu'oit  peul  suppusc-r  de  relations  diflié- 
reutCM  entre  ce»  deux  inouveinciis  de  ir>iiisla(iun 
ctdc  rotulion,  etc. ,  etc.  Cbacunednires  diverses 
courbes  peutensuile  en  fournir  de  ooutcIIc»,  par 
les  dinërentes  consIrucLious  }^uéralc<  que  le» 
géomètres  ont  itniigincv& ,  cl  qui  dumient  nais- 
sance iiux  developfwcs  ,  aux  épiovcloîdes  ,  aux 
caustiques ,  etc.  ,  eb:.  Uniiu  il  existe  tVidein- 
ineul  une  varîélé  cucoru  plus  grande  parmi  Jes 
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ponr  les  lignes.  Il  est  iuutile  de  citer  spccialenieiit 
une  f^rie  d'exemples  propres  à  v^ifier  celte  mul- 
tiplicité doublement  infinie  qu'on  i-emarque  par- 
mi les  snrfaceSt  11  suffirait ,  pour  m'en  bire  une 
idée',  de  considérer  l'extrême  Tariété  que  pré- 
tente le  seul  groupe  des  surfaces  dites  réglées , 
c'est-à-dire  engendrées  par  une  ligne  droite ,  et 
qui  comprend  toute  la  famille  des  surfaces  cy- 
lindriques, celle  des  surfaces  coniques,  la  classe 
plus  générale  des  surfaces  déreloppables  quel- 
conipict,  etc.  Par  rapport  aux  volumes,  il  n'y  a 
lien  à  aucnne  considération  spéciale,  puisqu'ils 
M  se  distinguent  enir'eux  que  par  les  surfaces 
qui  les  terminent. 

Afin  de  compléter  cet  aperçu  géométrique,  il 
&Dt  s}outer  que  les  surfaces  elles-mêmes  fournis- 
sent un  nouveau  moyen  général  de  concevoir  des 
courbes  nouvelles,  puisque  tonte  courbe  peut  être 
envisagée  comme  produite  par  l'intersection  de 
denx  suffaces.  C'est  ainsi,  en  effet,  qu'ont  été 
obtenues  les  premières  lignes  qu'on  puisse  r^r- 
der  comme  vraiment  inventées  par  les  géomètres, 
puisque  la  nature  donnait  immédiatement  la  li- 
gne droite  et  le  cercle.  On  sait  que  l'ellipse,  la 
parabole  et  l'hyperbole ,  les  seules  courbes  eom- 
plétemeut  étudiées  par  les  anciens,  avaient  été 
Knlement  conçues ,  dans  l'origine,  comme  résul- 
tait de  l'intersection  d'tm  cône  à  baie  circnlaire 
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[lar  un  plan  diversement  situ<!.  H  csl  évîdcut  t|uc 

par  remploi  combiné  ilc  ce»  difTércuA  moyens  giî- 
□éraux  pour  la  fbrinatioD  iIgs  li^jiics  et  des  surfa- 
ces, on  pouri':iil  produite  lute  suite  rigourcuse- 
mciii  iutiiiic  de  formes  dîatincles,  en  partaot- 
Gculcmcni  d'un  très-]>ctil  nombre  de  lîgure& direc- 
tement fournies  par  l'observation. 

Du  reste,  tous  les  divers  moyens  immédiats 
pour  l'invention  des  formes,  n'ont  presque  |dus 
aucune  irnjiortana: ,  depuis  que  la  gCoiBéttie  ra- 
tionnelle a  pris,  entre  les  mains  de  Descar- 
tes ,  son  caractère  définitif.  Ru  eJlet ,  comme 
nous  le  verrons  spécialement  dans  la  dotuiÀme 
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doivent  être  encore  plus  multipliées  que  celles 
des  lignes  ,  puisque  les  lignes  sont  représentées 
analytiquement  par  des  équations  à  deux  variables, 
tandis  que  les  surfaces  donnent  lieu  à  des  équa- 
tions à  trois  variables  ,  qui  présentent  nécessaire- 
ment une  plus  grande  diversité. 

Les  considérations  précédenunent  indiquées 
suffisent  pour  montrer  nettement  Texfension  ri- 
goureusement infinie  que  comporte,  par  sa  nature, 
chacune  des  trois  sections  générales  de  la  géomé- 
trie,  relativement  aux  lignes ,  aux  surfaces  et  aux 
volumes,  en  résultat  de  la  variété  infinie  des  corps 
à  mesurer. 

Pour  achever  de  nous  faire  une  idée  exacte  cl 
suffisamment  étendue  de  la  nature  des  recher- 
ches géométriques  ,  il  est  maintenant  indispensa- 
ble de  revenir  sur  la  définition  générale  donnée 
ci^essus ,  afin  de  la  présenter  sous  un  nouveau 
point  de  vue,  sans  lequel  Tcnsemble  de  la  science 
ne  serait  que  fort  imparfaitement  conçu. 

En  assignant  pour  but  à  la  géométrie  la  mesure 
de  toutes  les  sortes  de  lignes,  de  surfaces  et  de 
volumes,  c'est-à-dire  ,  comme  je  lai  expliqué  , 
la  réduction  de  toutes  les  comparaisons  géométri- 
ques à  de  simples  comparaisons  de  lignes  droites , 
nous  avons  évidemment  l'avantage  d'indiquer  une 
destination  générale  très-précise  et  très-facile  à 
saisir.   Mais ,   si    écartant  toute   définition ,   on 
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c-iaiiriii<;  U  rixnpofitiori  eifuclivc  de  l«  «ciuitct] 
[■éoniétrujuc  ,  on  Mira  daboni  fXNleà  regarder  l.'t 
délinitiuu  {M-ucéiienU;  comtou  beuucouji  tEo|i 
titroite,  Ciit'  il  u'c»t  pa»  douluiix  que  la  ioa)eun: 
pMrUodes  i-ccfaercbe»qui  <-.oiistilueiit  noire  géo- 
lucti'ic  acliicllo  lie  partÛ6M!ut  nuliemuul  avuîc 
pour  olj(t;t  la  ¥¥te»ure  de  l'ûtundue.  CV*t  pi-obo- 
lil<:[ita)t  une  lellu  conaidiiraliuu  qui  meinlionl 
i-iK'ui  t' ,  puiu*  lit  gi^mctirie  ,  l'osagi;  du  vck  déTini- 
iioui,  \affie& ,  4]ui  tus  ctin4)rciuieat  tout  que  {Ara; 
ijuVllesiHi  caractérisent  rifri.Jccri)i»  aéstataoiuft, 
luidgré  cette  ab|t!c4ioD  l'ondameoUle ,  |>ouvott 
[HTsister  :\  indiquer  la  nifsiirtdc  I  cu^ndue  conune 
le  1ml   };éneral   el  uiiiforuit;  dt-  la  »ciun(;e  géomé- 


MATUÉXATIQUIîS.  373 

d'entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  dévelop- . 
peruens. 

Eu  examinant  avec  attention  les  recherches 
géoroélriques  qui  ne  paraissent  point  se  rapporter 
Ik  la  inesw'ede  l'étendue  y  on  trouve  qu'elles  con- 
sistent essentiellement  dans  l'étude  des  diverses 
propriéléa  de  chaque  ligne  ou  de  chaque  surface, 
c  estrflediro  y  en  ternies  précis ,  dans  la  connais 
sancc  des  différens  modes  de  génération  ^  ou  du 
moins  de  définition  »  propres  à  chaque  forme  que 
Ton  considère.  Or ,  on  peut  aisément  établir  ,  de 
la  manière  la  plus  générale ,  la  relation  nécessaire 
d'une  telle  élude  avec  la  question  de  mesure, 
pour  laquelle  la  connuissauce  la  plus  complète 
possible  des  propriétés  de  chaque  forme  est  un 
préliminaire  indispensable.  C'est  ce  que  concou* 
rent  à  prouver   deux  considérations  également 
fondamentales  y  quoique  de  nature  tout- à- fait 
distincte. 

La  première,  purement  scientifique,  consiste 
à  remarquer  que  si  l'on  ne  connaissait,  pour 
chaque  ligne  ou  pour  chaque  surface ,  d'autre 
propriéié  (aractéristique  que  celle  d'après  la- 
quelle \e^  géomètres  l'ont  primitivement  conçue, 
il  serait  le  plus  souvent  impossible  de  parvenir  à 
la  solution  des  questions  l'elatives  à  sa  mesure. 
Eo  effet ,  il  est  facile  de  sentir  que  les  différentes 
définitions  dont  chaque  forme  est  susceptible  ne 
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sont  ]>as  Ii>iit«i  t^alctiirnl  propn's  Jk  une  idlp 
dcAtinntioii ,  et  qu'clUfs  prësontenl  méniCt  sous  cr 
rnjiport ,  tes  oppositions  les  plus  complètes.  Or  - 
d'un  autre  côté,  la  dtîlinitioo  primitive  do  t^uquv 
forme  11  jyant  pu  ëïidemmenl  dtre  choisie  d'aprc-i 
cette  condilion,  il  rst  clair  qu'on  ne  doit  pa» 
s'altendrc,  on  général,  à  la  trouver  U  plus  con- 
venalile;  d'où  résulte  la  nôccNsiLc  d'eu  découvrir 
d'autres,  c'est  ik  dîrc  d'étudier,  autant  <jiie  pos- 
sible,  \es  pn)pnetés  de  la  forme  propos<«.  Qu'on 
suppose,  par  exemple,  que  le  cercle  soit  défini , 
la  courbe  qui ,  sous  le  même  contour,  renferme 
la  plus  grande  aire ,  ce  qui  est  certainement  une 
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gcomèlres  précëdcns ,  pour  transformer  cette  pre- 
mière dëfinition  ,  oot  ëvjdemment  été  des  prâi- 
minaires  indispensables  à  la  solution  directe  d'une 
telle  question.  Il  en  est  de  même ,  à  plus  forte 
raison,  relativçmcnt  aux  surfaces.  Il  suffirait, 
pour  s'en  faire  une  juste  idée^  de  comparer ,  par 
exemple,  quant  à  la  question  de  la  cubature  ou  de 
la  quadrature  y  la  dëfinition  ordinaire  de  la  sphëre 
avec  celle,  non  moins  caractéristique  sans  doute  ^ 
qui  consisterait  à  regarder  un  corps  sphérique 
comme  celui  qui ,  sous  la  même  aire  j  contient 
le  plus  grand  volume. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'indiquer  un  pins  grand 
nombre  d'exemples  pour  faire  comprendre ,  en 
général,  la  nécessité  de  connaître,  autant  que 
possible ,  toutes  les  propriétés  de  chaque  ligne  ou 
de  cliaque  surface,  afin  de  faciliter  la  recherche 
des  rectifications,  des  quadratures  y  et  des  cuba- 
tures,  qui  constitue  l'objet  final  de  la  géométrie. 
On  peut  même  dire  que  la  principale  difficulté 
des  questions  de  ce  genre  consiste  à  employer, 
dans  chaque  cas,  la  propriété  qui  s'adapte  le 
mieux  à  la  nature  du  problème  proposé.  Ainsi 
en  continuant  à  indiquer,  pour  plus  de  précision, 
la  mesure  de  l'étendue ,  comme  la  destination 
générale  de  la  géométrie ,  cette  première  consi- 
dération, qui  touche  directement  au  fond  du 
sujet ,  démontre  clairement  la  nécessité  d'y  coni- 
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prendre  l'étiitle,  aussi  approiondie  que  iwssitlef 
des  diverses  ^ënémlions  ou  définitions  itropres 
une  même  l'orme. 

Ud  second  ntoHf,  d'une  tnipoi-tnnee  du  moins 
é^aXp,  consistecn  cequ'une  telle  ^tutle  est  indispert- 
salile  pour  ot^imtscr ,  d'une  manière  rationnelle, 
lu  relation  ik-  l'abstrait  au  con«rel  en  gt^omdlrie. 

La  science  ^éoméxrupic  deviinl  ecnsidérer,  aiosi 
qtie  je  l'ai  indiqua  ci-desstM,  tout&t  les  formes 
imaginables  qui  comportent  une  définition  exacte, 
il  en  rèsiilie  nécessairement  .  comme  nou!>rsTons 
remarqué,  que  les  que.«tions  relatives  sus  formes 
quelconques  présentées  par  la  natiirp ,  sont  um- 
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(  ce  qui  »  d'après  le  premier  genre  de  considë* 
râlions ,  serait  le  plus  souvent  impassible  )  ,  ces 
oounaissances  resteraient  presque  nécessairement 
stériles  dans  1  application  »  puisqu^on  ne  saurait 
point  ordinairement  reconnaître  cette  forme  dans 
la  nature ,  quand  elle  s'y  présenterait.  Il  faudrait 
pour  cela  que  le  caractère  unique  ,  d'après  lequel 
les  géomètres  l'am'aient  conçue ,  fût  précisément 
celui  dont  les  circonstances  extérieures  comporte- 
raient la  vérification ,  coïncidence  purement  for- 
tuite ,  sur  laquelle  évidemment  on  ne  doit  pas 
compter  ,  bien  qu'elle  puisse  avoir  lieu  quelque- 
fois. Ce  n'est  donc  qu'en  multipliant  autant  que 
possible  les  propriétés  caractéristiques  de  chaque 
forme  abstraites ,  que  nous  pouvons  être  assurés 
d*avance  de  la  reconnaître  à  l'état  concret ,  et 
d'utiliser  ainsi  tous  nos  travaux  rationnels,  en 
vérifiant  y  dans  chaque  cas ^  la  définition  qui  est 
susceptible  d'être  constatée  directement.  Cette  dé- 
finition est  presque  toujours  unique  dans  des  cir- 
constances données  ,  et  varie,  au  contraire ,  pour 
une  même  forme  t  avec  des  circonstances  difTé* 
rentes  :  double  motif  de  détermination. 

La  géométrie  céleste  nous  fournit,  à  cet  égard, 
l'exemple  le  plus  mémorable ,  bien  propre  à  met- 
tre en  évidence  la  nécessité  générale  d'une  telle 
étude.  Ou  sait ,  eu  effet ,  que  l'ellipse  a  été  recon- 
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nue  par  Kéjilcr  comme  étant  la  oonrbc  que  déri- 
vent tes  plunùUrs  autour  du  snleilcllessalellitcs  au- 
tour de  leurs  plandics.  Or,  celle  découverte  fon- 
damcutale,  quia  renouvelé l'asurouomic,  eAl-etln 
jamais  élé  possible,  à  l'on  setaii  toujours  borné  à 
concevoir  l'ellipse  comme  la  section  oblique  d'un 
cône  circulaire  par  un  plan  V  Aucune  telle  défi- 
iiiliou  ne  pouvait  évidemment  comporter  imc 
semblable  vérification.  Ijipropriétcla  plus  usuelle 
de  l'ellipse,  que  la  somme  des  distances  de  tous 
ses  points  à  deux  potnls  fixes  soîl  con;ttanl(!  ,  est 
bien  plus  suscepLïble  sans  doute,  pir  sa  nature,  de 
l'aire  reconnaître  la  courbe  dansée  cas  ;  mais  dlo 
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tous  oes  divers  caractères  celui  qui  pouvait  le  plus 
facilemenl  être  constaté  pour  les  orbites  plané- 
taires. 

Je  puis  citer  encore  un  exemple  du  même  or- 
dre f  relativement  aux  surfaces  y  en  considérant 
Fimportante  question  de  la  figure  de  la  terre.  Si 
on  n'avait  jamais  connu  d'autre  propriété  de  la 
sphère  que  son  caractère  primitif  d'avoir  tous 
ses  points  paiement  distans  d'un  point  intérieur , 
comment  aurait-on  pu  jamais  découvrir  que  la 
surface  de  la  terre  était  sphérique  ?  Il  a  été  né- 
cessaire pour  cela  de  déduire  préalablement  de 
cette  définition  de  la  sphère  quelques  propriétés 
susceptibles  d'être  vérifiées  par  des  observations 
effectuées  uniquement  à  la  surface  y  comme  ^  par 
exemple 9  le  rapport  constant  qui  existe  pour  la 
sphère  entre  la  longueur  du  chemin  parcouru  le 
long  d'un  méridien  quelconque  en  s'avançant  vers 
un  pôle  y  et  la  hauteur  angulaire  de  ce  pôle  sur 
l'horizon  en  chaque  point.  Il  en  a  été  évidemment 
de  même  y  et  avec  une  bien  plus  longue  suite  de 
spéculations  préliminaires  y  pour  constater  plus 
tard  que  la  terre  n'était  point  rigoureusement 
sphérique  y  mais  que  sa  forme  est  celle  d'un  el- 
lipsoïde de  révolution. 

Après  de  tels  exemples,  il  serait  sans  doute 
inutile  d'en  rapporter  d'autres ,  que  chacun  peut 
d'ailleurs  aisément  multiplier.  On  y  vérifiera  ton- 
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jour*  {[lie,  »iiiis  uiw  conn«i«Sfliic«  iréK-clcoilucdr* 
diverses  pri>|>riétés  de  ciinquc  forme  ,  la  relalioii 
de  lahiitiMit  nu  concret  en  gconi(:lri<?  serait  pilt^ 
ment  nct'iili-ulclle  ,  et  c|uc  ,  jinr  conséquent  >  In 
seieiirc  titEtiiqueraîl  de  l'uu  de  m>«  foudcineiis  Im 
|)lus  f»6eiilie)s. 

Tel."  sont  donc  le^s  deux  uiolifs  généraus  qui 
démontrent  [ileinemcnt  la  uéc«»ilé  d'introduirr 
en  ^umélrie  une  foule  de  reclicrcli«s  qui  n'ont 
|)as  pour  objet  direct  la  nwsutv  de  )  eleudue  ,  «n 
coiilintiaiil  ceptindaiit  ù  concevoir  uimi  telle  me- 
sure coDinie  ta  destination  finale  de  toute  la 
science  géuuielrique.  Aiojii ,  nous  pouvons  ooa- 
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iiieni  s'astreindre  à  ne  jamais  perdre  de  vue  un 
tel  enchaînement.  Sachant  y  une  fois  pour  toutes, 
combien  il  importe  de  varier  le  plus  possible  les 
manières  de  concevoir  chaque  forme ,  ils  doivent 
poursuivre  cette  étude  sans  considérer  immédia- 
tement de  quelle  utilité  peut  étr»  telle  ou  telle 
propriété  spéciale  pour  les  rectifications  ;  les  qua- 
dratures ou  les  cubatures.  Ils  entraveraient  inuti- 
lement leurs  recherches ,  en  attachant  une  im- 
portance puérile  à  l'établissement  continu  de  cette 
coordination.  L'esprit  humain  doit  procéder,  à  cet 
^ard  ,  comme  il  le  fait  en  toute  occasion  sem- 
blable y  quand  ,  après  avoir  conçu ,  en  général , 
la  destination  d'une  certaine  étude  ,  il  s'attache 
exclusivement  à  la  pousser  le  plus  loin  possible  , 
en  faisant  complètement  abstraction  de  cette  re- 
lation y  dont  la  considération  perpétuelle  compli- 
querait tous  ses  travaux. 

L'explication  générale  que  je  viens  d  etposer 
est  d'autant  plus  indispensable  ,  que,  par'  la  na- 
ture même  du  sujet,  cette  étude  des  diverses 
propriétés  de  chaque  ligne  et  de  chaque  surface 
compose  nécessairement  la  très-majeure  partie  de 
l'ensemble  des  recherches  géométriques.  En  effet, 
les  questions  immédiatement  relatives  aux  rectifi- 
cations ,  aux  quadi*atures  et  aux  cubatures ,  sont 
évidemment  ,  par  elles-mêmes ,  en  nombre  fort 
limité  pour  chaque  forme  considérée.  Au  con- 
TOME  1.  26 
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Iraire.  IVliult^  dr»  proprii-tés  d'une*  mène  forme' 
[irosent^*  â  l'activité  de  l'esprit  humain  un  cliiimp 
nalurcllRmentindéfiui ,  où  l'im  peut  loujourAe»- 
pdrcr  àt'  faire  ilc  nouvelles  déeouverlcs.  Ainsi , 
{jar  exemple  ,  quoique  les  géomètre»  se  soient  oo 
cu[iés  depui»  viiii;t  siècles  >  avi-c  plus  ou  moiit* 
d'activité  sans  doute  ,  mais  sans  aucune  interrup- 
tion r(k-llc  ,  de  lutudc  des  »ectiunti  comcjucs  ,  iU 
sont  loin  de  regarder  ce  sujet  si  simple  comme 
épuisé  ;  et  il  est  cerlnin  en  effet  qu'en  eonlinunni 
;\  s'y  livrer ,  on  ne  manquerait  pas  de  trouver  en- 
core de»  propriétés  inconnue»  de  ces  diverses 
courbe».  Si  les  travaux  de  ce  "«enre  se  «ont  consi* 
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consistent  essentiellement,  pour  chaque  ligne  ou 
|30ur  chaque  surface  y  à  rattacher  tous  les  phëno- 
luèncs  géométriques  qu'elle  peut  présenter  à  un 
seul  phénomène  fondamental  j  r^ai*dé  comme 
définition  primitive. 

Apres  avoir  exposé ,  d'une  manière  générale  et 
pourtant  précise  j  l'objet  final  de  la  géométrie  y 
et  montré  comment  la  science ,  ainsi  définie , 
comprend  une  classe  de  recherches  très-étendue 
(fui  ne  paraissaient  point  d'abord  s'y  rapporter 
nécessairement ,  il  me  reste  à  considérer ,  dans 
son  ensemble^  la  méthode  à  suivre  pour  la  for- 
mation de  cette  science.  Celte  dernière  explica- 
tion est  indispensable  pour  compléter  ce  premier 
aperçu  du  caractère  philosophique  de  la  géomé- 
trie. Je  me  bornerai  en  ce  moment  à  indiquer  à 
cet  égard  la  considération  la  plus  générale,  celte 
importante  notion  fondamentale  devant  être  déve- 
loppée et  précisée  dans  les  leçons  suivantes. 

L'ensemble  des  questions  géométriques  peut 
être  traité  suivant  deux  méthodes  tellement  dif- 
férentes ,  qu'il  en  résulte ,  pour  ainsi  dire ,  deux 
sortes  de  géomélries,  dont  le  caractère  philoso- 
phique ne  me  semble  pas  avoir  été  encore  conve- 
nablement saisi. I^s  expressions  de  géométrie  sjn- 
thétique  et  géométrie  analjtique^  habituellement 
employées  pour  les  désigner ,  en  donnent  une  très- 
faussc  idée.  Je  préférerais  de  beaucoup  les  déno- 

2G. 
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miiutton»  piÉFcmcni  liisloriqnes  tle  gêontelne  des 
anciens  et  géometne  des  modernes  ,  ijui  ont ,  du 
molli»,  l'avanugc  ^e  uc  pas  faite  iiiéconunilrv  leur 
vrai  cunK-ièftf.  Hais  jo  propose  d'emplorcr  désor- 
mais 1rs  r.\ pressions  r^julières  <ln  géomélrit!  spé^' 
n'aie  vl  géométrie  générale ,  qui  me  paraisseat' 
proprt»  à  caractcriscr  avec  prëcisîoa  la  TéritaUst 
imturp  dfs  deux  mélhotles* 

Ce-  nV<st  poîot ,  ea  cfTet ,  dnus  l'emploi  du  cal- 
cul,  comme  on  luptiuK  conimunémuut ,  que  cno' 
MsU'préciMÎuieDt  I»  diftércucc  fondamcnUilu eutrc 
la  mauière  dont  nous  concevons  la  géumëirie  de- 
puis  Descartes ,  et  la  manier*!  dont  les  géotaèlrc» 

ilo    l'anliMiiitit    ImaUainnt    Uc    ..•MutSnnc   nânmÀ*m-i^ 
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OU  â  trois»  diniensions^  qu'on  désigne  vulgaîrcmeul 
50U5  le  nom  de  détermnés.  D'un  autre  côté, 
quelque  capitale  que  soit  Tinfluencc  du  calcul 
dans  notre  géoniëlrie  moderne  j  plusieurs  solu- 
tions ,  obtenues  sans  algèbre ,  peuvent  manifester 
quelquefois  le  caractère  propre  qui  la  distingue 
de  la  géométrie  anciennci  quoique,  en  thèse  gé- 
nérale j  l'analyse  soit  indispensable  ;  j'en  citerai , 
comme  exemple ,  la  métliode  de  Robei*val  pour 
les  tangentes ,  dont  la  nature  est  essentiellement 
moderne,  et  qui  cependant  conduit,  en  certains 
cas,  à  des  solutions  complètes,  sans  aucun  secours 
du  calcul.  Ce  n  est  donc  point  par  l'instrument  de 
déduction  employé  qu'on  doit  principalement  dis* 
tinguer  les  deux  marches  que  l'esprit  humain 
peut  suivre  en  géométrie. 

La  différence  fondamentale,  jusqu'ici  impar- 
faitement saisie ,  me  paraît  consister  réellement 
dans  la  nature  même  des  questions  considérées. 
En  effet,  la  géométrie,  envisagée  dans  son  en- 
semble ,  et  supposée  parvenue  à  son  entière  per- 
fection ,  doi  t ,  connue  nous  l'avons  vu ,  d'une  part , 
embrasser  toutes  les  formes  imaginables,  et 
d'une  autre  part  ,  découvrir  toutes  les  propriétés 
de  chaque  forme.  Elle  est  susceptible ,  d'après 
cette  double  considération ,  d'être  traitée  suivant 
deux  plans  essentiellement  distinctifs  :  soit  en 
groupant  ensemble  toutes  les  questions^  quelque 
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diverses  ([u'ellcs soient,  qui  concernent  une  lUtkne  i 
forme ,  cl  isolant  celles  rcLitivf^  h  (les  corps  dï^ 
férens  ,  quelque  analogie  qui  pui&se  exister  entre 
elles;  suit,  au  contraire^  en  r^uoiiksant  sous  Un  { 
niémc  point  de  vue  toulct  les  rccliercbcs  sembla- 
Lies  ,  ù  quelques  formes  diverse»  (jn'elles  se  rap-  j 
portent    iriiilleurs ,     cl   séparant    Ira    qucsuooa  -1 
relatives  aux  .proprîi^lés    réeUcmoDl  dilïërentes  J 
d'un  même  corps.  En  un  mot,  l'emcmlile  de  £ 
géométrie  [«ut  élrc  csscuticllcnieril  ordonné  i 
par  rapput  t  aux  corps  étudiés ,  on  par  rapport 
aux  phénomènes  à  considérer.  1^  premier  ptaiii, 
qui  est  le  plus  naturel  ■  a  été  ccliu  dos  aileiei 
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proposées  sur  deux  formes  diffëreutes ,  les  con- 
naissances complètes  acquises  pour  1  une  ne  pou- 
vaient nullement  dispenser  de  reprendre  pour 
l'autre  l'ensemble  de  la  recherche.  Aussi  la  mar- 
che de  l'esprit  n'était*«lle  jamais  assurée;  en  sorte 
cpi'on  ne  pouvait  être  certain  d'avance  d'obtenir 
une  solution  quelconque ,  quelqu'analogue  que 
fût  le  problème  proposé  à  des  questions  déjà  ré- 
solues. Ainsi ,  par  exemple ,  la  détermination  des 
tangentes  aux  trois  sections  coniques  ne  fournis- 
sait aucun  secours  rationnel  pour  mener  la  tan- 
gente à  quelqu'autre  courbe  nouvelle ,  comme  le 
conclioïde ,  la  cissoïdc ,  etc.  En  un  mot  y  la  géo- 
métrie des  anciens  était ,  suivant  l'expression 
proposée  ci-dessus ,  essentiellement  spéciale. 

Dans  le  système  des  modernes ,  la  géométrie 
est,  au  contraire^  éminemment  g'eWra/e,  c'est-à- 
dire  ,  relative  à  des  formes  quelconques.  Il  est 
aisé  de  comprendre  d  abord  que  toutes  les  ques- 
tions géométriques  de  quelqu  intérêt  peuvent  êti'c 
proposées  par  rapport  à  toutes  les  formes  imagi- 
nables. C'est  ce  qu^on  voit  directement  pour  les 
problèmes  fondamentaux,  qui  constituent,  d'après 
les  explications  données  dans  cette  leçon  ,  l'objet 
définitif  de  la  géométrie,  c'est-à-dire,  les  rectifi- 
cations^ les  quadratures ,  et  les  cubatures.  INIais 
cette  remarque  n'est  pas  moins  incontestable, 
même  pour  les  recherches  relatives  aux  diverses 


388  ruiLcnupui»  rosirive. 

prufiiieiéi  Aci>  lignes  et  des  Mtrfacx>«>  cl  <loot  It» 
plus  rsM-iitu'ilt:s  ,  tellcB  que  Ut  (jucslion  dss  tan- 
gentes ou  dc-s  pluus  ikugeuft,  la  Uicoiie  des  cour* 
tiiin-s,  ett:.,  .^mit évidemment  <wntniuiiesfitouiet 
les  i'<ii'iii(?s  i]uelcoii(|U(i&.  Les  rcclicrcbes  tré»-peu 
iiomt>r(nj»;h({ui  sont  vraiment  particulières  &  telle 
un  telle  formo  n'unt  t^u'uiie  importance  cxtrÂm^ 
ruent  tu;i:oii<laire.CeU  posé,  la  géométrie  moderne 
canAÎstec&sentiellefnent  àabstr»ire,poiir  U traiter 
à  [urt,  d'une  mauiârcctiticrejucnlgûnénik*,  touUS 
(|iieituuu  n;lativc  à  un  mi^mc  phénomène  gdoind- 
triijue .  diui&  queltjuat  corps  qu'd  puisse  être  con* 
tiidcrc.  L'applicatiou  deM  llicories  uaiverseUcs 
uuuii   coiiAtruiles  à  la  détermination  suéciftle  du 


A 
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que.  Les  travaux  dé  ce  genre  sont  seuls  regardes 
comme  faisant  faire  à  la  science  de  véritables  pas. 
Latleation  des  géomètres  ,  ainsi  dispensée  de 
reiamen  des  particularités  des  diverses  formes , 
et  dirigée  tout  entière  vers  les  questions  géné- 
rales »  a  pu  s'élever  par  là  à  la  considération  de 
nouvelles  notions  géométriques,  qui ,  appliquées 
aux  courbes  étudiées  par  les  anciens,  en  ont  fait 
découvrir  des  propriétés  importantes  qu'ils  n'a- 
vaient pas  même  soupçonnées.  Telle  est  la  géomé- 
trie, depuis  la  révolution  radicale  opérée  par  Des- 
ca  ries  dans  le  système  général  de  la  science. 

La  simple  indication  du  caractère  fondamental 
propre  à  chacune  des  deux  géométries ,  suffit  sans 
doute  pour  mettre  en  évidence  l'immense  supé- 
riorité nécessaire  de  la  géométrie  moderne.  On 
peut  même  dire  qu'avant  la  grande  conception  de 
Descartes,  la  géométrie  rationnelle  n était  pas 
vraiment  constituée  sur  des  bases  définitives^ 
soit  sous  le  rapport  abstrait ,  soit  sous  le  rapport 
concret.  En  effet ,  pour  la  science  considérée  spé- 
culativement,  il  est  clair  qu'en  continuant  indéfi- 
niment, comme  l'ont  fait  les  modernes  avantDes- 
cartes  et  même  un  peu  après ,  à  suivi*e  la  marche 
des  anciens,  en  ajoutant  quelques  nouvelles  cour- 
bes au  petit  nombre  de  celles  qu'ils  avaient  étu- 
diées, lesprog^rès,  quelque  rapides  qu'ils  russent 
pu  »*  tre ,  n'auraient  été  ,  après  une  longue  suite 
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de  siècles,  qu«  fort  |ieii  coiiiiicl(<r*htcG par mpj 
au  système  général  de  la  (»(?oun;lrii; ,  vu  l'UiDni^ 
variole  des  formes  qui  scraîciil  toujours  rcslëi?»  -^ 
cludîer.  Aucontrairc,  à  cUaquc  i|U««tioa  résolu-^* 
suivant  la  maiche  des  modcnir»  ,  le  nombre  de ^-^ 
problèmes  géométriques  h  résoudre  se  trouve  ^ 
uac  ftiis  pour  toutes,  dimiimé  d'autant,  par  raj^— 
port  à  tous  les  cftrps  posnMcs.  Sous  un  sticontl 
point  de  vue,  du  défaut  complet  de mi^lhodes gé- 
nérales il  i-t^utlnit  que  les  géomètres  anciens,  datu 
toutes  leurs    recherches  ,    étaient  entièrement 
aljandflunés  h  leurs  propres  forces  ^  uns  n\-oir  ja- 
mais la  ccrtitudcd'obtcnir  idt  ou  tard  une  solution 
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effety  nous  avons  remarqué  plus  haut  que  la  rela- 
tion de  l'abstrait  au  concret  en  géométrie  ne  peut 
être  solidement  fondée  sur  des  bases  rationnelles 
qu'autant  qu'on  fait  directement  porter  les  re- 
cherches sur  toutes  les  formes  imaginables.  En 
n'étudiant  les  lignes  et  les  surfaces  qu'une  à  une, 
quel  que  soit  le  nombre,  toujours  nécessairement 
fort  petit ,  de  celles  qu'on  aura  considérées,  l'ap- 
plication de  théories  semblables  aux  formes 
réellement  existantes  dans  la  nature  n'aura  jamais 
qu'un  caractère  essentiellement  accidentel,  puis- 
que rien  n'assure  que  ces  formes  pourront  effec- 
tivement rentrer  dans  les  types  abstraits  envisages 
par  les  géomètres. 

D  y  a  certainement^  par  exemple,  quelque  chose 
de  fortuit  dons  l'heureuse  relation  qui  s'est  établie 
entre  les  spéculations  des  géomètres  grecs  sur  les 
.sections  coniques  et  la  détermination  dcsvéritables 
orbites  planétaires.En  continuant  sur  le  même  plan 
les  travaux  géométriques,  on  n'avait  point,  en  géné- 
ral, le  droit  d'espérer  de  semblables  coïncidences; 
et  il  eût  été  possible,  dans  ces  études  spéciales,  que 
les  recherches  des  géomètres  se  fussent  dirigées 
sur  des  formes  abstraites  indéfiniment  inapplica- 
LIcs,  tandis  qu'ils  en  auraient  négligé  d'autres, 
susceptibles  peut-être  d'une  application  impor- 
tante et  prochaine.  Il  est  clair,  du  moins,  que 
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rien  ne  ^nr»ntissiiil  piMitivutncut   l'applicabitUI 
nécessaire  de»  spécuIntioDK  {^ûomctriqucs.  Il  unc^0> 
tout  autrement  dans  1b  géométrie  uioderDC.  Pa^l 
cela  seul  qu'on  y  procède  par  question»  générales , 
relatives  à  de»  formes  quelconipies,  on  a  d'avance 
la  ccrtituile  <i«dentc  (pw  les  formes  rdatisi^  dans 
le  monde  extérieur  w  sauraient  jamais  ^cliapper  è 
chaque    tliéorie,  si   le  }>licnomèiK>  géométrique 
qu'elle  envisage  vient  h  sV  présenter. 

Par  ce.s  diverses  considération»,  on  voit  quek 
système  de  géométrie  des  anciens  porte  easea- 
tiellcnient  le  caractère  de  l'enfance  de  la  Kcicnae , 
qui  n'a  couimeocéadcvenir  complètement  rition- 
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cjiioique  la  géométiie   que  j  ai    appelé  générale 
cloive  être  aujourdliui  regardée  comme  la  seule 
véritable  géométrie  dogmatique  j  celle  à  laquelle 
nous    nous  bonierons  essentiellement ,   l'autre 
n'ayant  plus,  principalement,  qu'un  intérêt  histo- 
ri(£ac ,  néanmoins  il  n'est  pas  possible  de  faire 
disparaître  entièrement  la  géométrie  spéciale  dans 
une  exposition  rationnelle  de  la  science.  On  peut 
sans  doute  se  dispenser  »  oomme  on  l'a  fait  de- 
puis environ  un  siècle  y  d'emprunter  directement 
à  la  géométrie  ancienne  tous  les  résultats  qu'elle 
a  fournis.  Les  recherches  les  plus  étendues  et  les 
plus  difficiles  dont  elle  était-  composée  >  ne  sont 
plus  même  habituellement  présentées  aujour- 
d'hui  que  d'après  la  méthode  moderne.  Mais, 
par  la  nature  même  du  sujet ,  il  est  nécessaire- 
ment impossible  de  se  passer  absolument  de  la 
méthode  ancienne,  qui ,  quoi  qu'on  fasse»  servira 
toujours  dogmatiquement  de  base  préliminaire  à 
la  science ,  comme  elle  l'a  fait  historiquement. 
Le  motif  en  est  facile  à  comprendre.  En  effet ,  la 
géométrie  générale  étant  essentiellement  fondée, 
comme  nous  l'établirons  bientôt ,  sur  l'emploi  du 
calcul ,  sur  la  transformation  des  considérations 
géométriques  en  considérations  analytiques ,  une 
telle  manière  de  procéder  ne  saurait  s  emparer  du 
sujet  immédiatement  ïk  son  origine.  Nous  savons 
que  l'application  de  l'analyse  mathématique,  par 
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sa  nature ,  ne  peut  jamais  commencer  aucuui; 
'  science  ijiiclcompic,  puîs'iu'cUti  ne  sauniil  aroir 
lieu  que  lorsqix:  la  science  a  dcyh  été  assez  aû- 
tivée  pour  établir ,  rekti'vcmeuL  aux  pliénoména 
considérés  ,  quelqiu-s  étfuaijons  qui  puissent 
%rvir  de  point  de  départ  aux  travaux  «tial}ti- 
ques.  Ces  équatious  fondamentales  une  fois 
CDuvcrles ,  l'analyse  permettra  d'en  déduire 
iiiuliitudc  de  conséquences,  qu'il  eût  été  m^ 
impossible  de  soupçonner  d'abord;  clic  pcrfn: 
tionnera  la  science  ii  un  de^ré  immense  ,  »oil  iota 
le  rapport  de  la  généralité  des  conceptions  *  sent 
quant  à  la  coordination  complète  établie  entre 
elles.    Mais,  pour  constituer   les    bases   mèiuo 
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Tiicnic  elle  n'était  pas  nécessairement  contra- 
dictoire ^  ne  saurait  aboutir  évidemment  qu'à 
m^eplonger  la  science  dans  le  domaine  de  la  méta- 
physique, dont  Tesprit  humain  a  eu  tant  de 
peine  à  se  d^ager  complètement. 

Ainsi  y  la  géométrie  des  anciens  aura  toujours  y 
par  sa  nature  ^  ime  première  part  nécessaire  et 
plus  ou  moins  étendue  dans  le  système  total  des 
connaissances  géométriques.  Elle  constitue  une 
introduction  rigoureusement  indispensable  à  la 
géométrie  générale.  Mais  c'est  à  cela  que  nous 
devons  la  réduire  dans  une  exposition  complète- 
ment dogmatique.  Je  considérerai  donc  directe- 
ment^ dans  la  leçon  suivante ,  cette  géométrie  spé- 
ciale  o\k préliminaire ,  restreinte  exactement  à  ses 
limites  nécessaires  y  pour  ne  plus  m'occuper  en- 
suite que  de  l'examen  philosophique  de  la  géomé- 
trie générale  ou  définitive  ^  la    seule  vraiment 
rationnelle^  et  qui  aujourd'hui  compose  essen- 
tiellement la  science. 


« 
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ONZIEME  LEÇON. 


SomiAiAB.  Considcratîoiu  générales  sur  la  géométrie  spéciale 

ou  prélimiruure. 


La  méthode  géométrique  des  anciens  devant 
avoir  nécessairement ..  d  après  les  motifs  indiqués 
«1  la  fin  de  la  leçon  précédente ,  une  ))art  prélimi- 
naire dans  le  système  dogmatique  de  la  géométrie, 
j>our  fournir  à  la  géométrie  générale  des  fonde- 
mens  indispensables^  il  convient  maintenant  de 
lîxer  d'abord  en  quoi  consiste  strictement  cette 
fonction  préalable  de  la  géométrie  spéciale ,  ainsi 
réduite  au  moindre  développement  possible. 

En  la  considérant  sous  ce  point  de  vue ,  il  est 
aisé  de  reconnaître  qu'on  pourrait  la  restreindre 
a  la  seule  étude  de  la  ligne  droite  pour  ce  qui 
concerne  la  géométrie  des  lignes ,  à  la  quadrature 
des  aires  planes  rectiligncs,  et  enfin  à  la  cubature 
des  corps  terminés  par  des  faces  planes.  I^spro- 
I)ositions  élémentaires  relatives  à  ces  trois  ques- 
TOME  I.  27 
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lions  fondameula)«:s  cuii»liUiait,  on  cffel,  lepoiul 
de  départ  nécesKiIre  de  toiiU*-s  les  reriicrches  géo- 
métriques ;  elles  seules  ne  peuvent  être  obtenues 
rjuc  par  une  étude  directe  du  sujet;  taudis  qu'an 
contraire  l;i  théorie  ciimpltto  de  toute»  les  autres 
forineâ  quelconques,  luéine  crlle  du  cercle  d 
des  suifacos  et  volâmes  qui  s'y  rapporlcnc ,  peut 
.tujourd'liiii  rentrer  oititlrenieut  ûaas  le  domxiiie 
de  la  géoiiiélrïe^eWra/t*  on  nnii/jtîtfue,  ces  clê- 
inens  primitifs  fournis^Mildéjà  doA  éqtuttions.  qui 
suflisent  pour  {teiniottre  l'applic^ilioii  du  calcul 
au\  questions  géométriques,  qui  n'eût  pas  été 
possible  sans  cette  condition  pilMable. 
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-^ersellc,  soit  fondée  sur  d'autres  motifs.  La  rai- 
son la  plus  sensible  qu'on  en  puisse  donner ,  c'est 
le  grave  incouTénicnt  qu'il  y  aurait ,  poui*  l'en- 
seignement ordinaire  ,  à  ajourner  à  une  époque 
assez  éloignée  dl  l'éducation  mathématique  la 
solution  de  plusieurs  questions  essentielles,  sus- 
ceptibles d'une  application  immédiate  et  contî* 
nuclle  à  une  foule  d'usages  importans.  Pour  pro- 
céder ,  en  effet ,  de  la  manière  la  plus  rationnelle» 
ce  ne  serait  qu'à  l'aide  du  calcul  intégral  qu'on 
pourrait  obtenir  les  intéressans  résultats ,  rela- 
tifs à  la  mesure  de  la  longueur  ou  de  l'aire  du 
cercle,  ouàlaquadraturedcla  sphère,  etc.,  établis 
par  les  anciens  d'après  des  considérations  extrê- 
mement simplrs.  Cet  inconvénient  serait  peu  im- 
portant, à  l'égard  des  esprits  destinés  à  étudier 
l'ensemble  de  la  science  mathématique,  et  l'avan- 
tage de  procéder  avec  une    rationnalité  parfaite 
aurait,  comparativement,  une  bien  plus  grande 
valeur.  Mais,  le  cas  contraire  étant  encore  le  plus 
fréquent,   on  a  dA  s'attacher  h  conserver  dans 
la  géométrie  élémentaire  prv  premciit   dite  des 
théories   aussi    essentielles.    En  admettant  l'in- 
fluence d'une   telle    considération  ,  et  ne   res- 
treignant plus  cette  géométrie  préliminaire  à  ce 
qui  est  strictement  indispensable ,  on  peut  même 
concevoir  l'utilité ,  pour  certains  cas  particuliers, 
d'y  introduire  plusieurs  études  importantes  qui 

27. 
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enouL  été  géiiéralement  evclocs,  fîomme  celles^ 
des  sections  cooit^es,  de  la  cycloïde,  etc.,  afiu 
de  rcnrerinur,  daus  uu  cu^ignciDCUt  borud,  le 
plus  gruiid  nombre  possible  de  ooniiaîuance» 
usuelles  ,  (juoitjue  ,  Diénie  sous  le  simple  rapport 
du  temps,  ii  fût  préférable  do  suivre  la  marchs 
la  plus  rationnelle.  ^m 

Je  111.^  (lui»  iwint,  &  ce  sujet ,  tenir  compte  Îé9 
des  avant.iges  ([ue  peut  prt^senler  cette  extcnûoa 
habituelle  de  la  méthode  géuructritpie  dc£  ancien* 
au-dt-lù  de  la  desUnation  nécessaire  qui  lui  est 
propre,  )iar  la  connaissaucc  plus  profuudc  qu'on 
acquiert  ainsi  de  celle  méthode ,  et  par  la  çom- 
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gncnsement  séparées.  Cependant ,  dans  le  cas 
dont  il  s'agit  ici,  la  méthode  géométrique  des 
modernes  est  peut-être  encore  trop  récente  pour 
qu'il  ne  convienne  pas ,  afin  de  la  mieux  carac- 
tériser par  la  comparaison^  de  traiter  d'abord, 
suivant  la  méthode  des  anciens,  certaines  ques- 
tions qui  y  par  leur  nature ,  doivent  rentrer  ra- 
tionnellement dans  la  géométrie  moderne. 

Quoi  quMl  en  soit,  écartant  maintenant  ces 
diverses  considérations  accessoires ,  nous  voyons 
que  cette  introduction  &  la  géométrie,  qui  ne 
}xmt  être  traitée  que  suivant  h.  méthode  des  an- 
ciens, est  strictement  réductible  h  Tétude  de  la 
ligne  droite ,  des  aires  polygonales  et  des  po- 
lyèdres. Il  est  même  vraisemblable  qu'on  finira 
par  la  restreindre  liabitucllemcnt  à  ces  limites 
nécessaires,  quand  les  grandes  notions  analyti- 
ques seront  devenues  plus  familières,  et  qu'une 
étude  de  l'ensemble  des  mathématiques  sera  uni- 
versellement r^ardée  comme  la  base  philoso- 
phique de  l'éducation  générale. 

Si  cette  portion  préliminaire  de  la  géométrie  , 
qui  ne  saurait  être  fondée  sur  l'application  du 
calcul,  se  réduit,  par  sa  nature,  à  une  suite  de 
recherches  fondamentales  très-peu  étendues^  il 
est  certain ,  d'un  autre  côté ,  qu'on  ne  peut  la  res- 
treindre davantage  ,  quoique ,  par  un  véritable 
abus  de  l'esprit  analytique ,  on  ait   quelquefois 


! 
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essayé,  dans  ce»  (leiuicrs  teni|tt,  dv  pi'ésculcr 
sous  un  poiat  de  vim  jiui'emcnl  al^ëlwique  l'éta- 
blissement (les  tlM^orènic-s  prioctpaux  de  h  gëo- 
mélrie  (:](-tacnUir«.  C'e^l  aiit»!  qu'on  a  prétendu 
déitioutrer  par  de  «iiuples  i;oa5id(:i-alious  abslniî- 
b»  d'analyse  maUidotaliquc  la  relation  constante 
qui  v.\hU:  entra  les  troi»  angles  d'un  Iriangltt  rcc- 
liligui;,  lu  protioaitioB  tuitdamenlalc  de  1»  llj^one 
des  triaii[];l«s  aemUables,  U  mesure  des  rectan- 
gles.  celle  dc5pai'al]élipipèdes,etc. ,  en  un  taol> 
priiciséinent  les  seules  pr(>|iosition!i  géomëuiqucs 
qui  ne  puissent  étn;  obtenues  que  par  une  ëtude 
directe  du  Miiet ,  sans  auc  le  calcul  «oit  suscQle  ^ 


t 
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«^leux  auxquels  l'esprit  humain  est  parvenu  en 
suivant  une  telle  direction ,  a  dû  involontaire- 
ment entraîner  à  croire  que  même  les  fondemens 
de  la  mathématique  concrète  pourraient  élre  éta- 
blis sur  de  simples  considérations  analytiques. 
Ce  n'est  point  >  en  efiét  ^  pour  la  géométrie  seu- 
lement que  nous  devons  noter  de  semblables 
aberrations  ;  nous  aurons  bientôt  à  en  constater 
de  parfaitement  analogues  relativement  à  la  mé- 
canique,  à  l'occasion  des  prétendues  démonstra- 
tions analytiques  du  parallélogramme  des  forces. 
Cette  confusion  logique  a  même  aujourd'hui  bien 
plus  de  gravité  en  mécanique,  où  elle  contribue 
eiTectivement  a  répandre  encore  un  nuage  méta- 
physique sur  le  caractère  général  de  la  science; 
tandis  que ,  du  moins  en  géométrie,  ces  consi- 
dérations abstraites  ont  été  jusqu'ici  laissées  en 
dehors,  sans  s'incorporer  à  lexposition  normale 
de  la  science. 

D'après  les  principes  présentés  dans  cet  ouvrage, 
sur  la  philosophie  mathématique ,  il  n'est  pas  né- 
cessaire d'insister  beaucoup  pour  faire  sentir  le 
vice  d'une  telle  manière  de  procéder.  Nous  avons 
déjà  reconnu,  en  effet,  que  le  calcul  n'étant  et 
ne  pouvant  être  qu'un  moyen  de  déduction , 
c'est  s'en  former  une  idée  radicalement  fausse 
que  de  vouloir  l'employer  à  établir  les  fonde- 
mens  élémentaires  d'une  science  quelconque; 
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c!at-,  sur  (]Uoi  reposeraient,  dans  aiic  idle  upên- 
tion ,  les  ai^iiincalatious  analytiques?  Un  trafail 
<ie  celte  n;ilurc,  bien  loiu  de  perfectionner  Tiïrib* 
bkmeut  le  caractère  philosophique  d'une  science, 
constituerait  un  retour  vers  l'état  niél.-iphy»iquc. 
eu  préfieiitaut  des  coun>ttt>s>ince5  réelles  oooiaie 
de  simples  abstractions  lexiques. 

Quand  on  examine  eu  ellcs-mdnn-'S  ces  prëtcn- 
dues  démonstrations  analytiques  des  proposition* 
fondamcnlales  de  la  géométrie  élcniCDlairc,  on 
viji'ilic  aisément  leur  iiisîguiûance  néceasaire. 
Lllessont  toutes  fondées  sur  une  manière  vicieuse 
de  concevoir  le  principe  de  Vhoinogétiéitét  dont 
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des  Iroîs  angles  d'un  triangle  rcctiligne  quelcon- 
que est  constamment  ^le  à  deux  angles  droits, 
on  voit  qu'il  est  Fondé  sur  cette  notion  prélimi- 
naire ,  que  si  deux  triangles  ont  deux  de  leurs 
angles  respectivement  égaux  ,  le  troisième  angle 
sera  aussi ,    de  part  et  d  autre  ^  nécessairement 
é^.  Ce  premier  point  étant  accordé ,  la  relation 
proposée  s'en  déduit  immédiatement ,  d'une  ma- 
nière très-exacte  et  fort  simple.  Or ,  la  considé- 
ration analytique^  d'après  laquelle  on  a  voulu 
établir  cette  proposition  préalable ,  est  d'une  telle 
nature  que,  si  elle  pouvait  être  juste,  on  en  dé- 
duirait  rigoureusement,   en  la  reproduisant  en 
sens  inverse ,  cette  absurdité  palpable  ,  que  deux 
cotés  d'un  triangle  suffisent,  sans  aucun  angle, 
à  l'entière  détermination  du  troisième  côté.  On 
peut  faire  des  remarques  analogues  sur  toutes  les 
démonstrations  de  ce  genre ,  dont  le  sophisme 
sera  ainsi  vérifié  d'une  manière  parfaitement  sen- 
sible. 

Plus  nous  devons  ici  considérer  la  géométrie 
comme  étant  aujourd'hui  essentiellement  analy- 
tique ,  plus  il  était  nécessaire  de  prémunir  les  es- 
prits contre  cette  exagération  abusive  de  l'analyse 
mathématique,  suivant  laquelle  on  prétendrait 
se  dispenser  de  toute  observation  géométrique 
proprement  dite  ,  en  établissant  sur  de  pures  ab- 
stractions algébriques  les  fondemens  mêmes  de 
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celte  science  natiudle.  J'ai  dû  aiuchcr  d'aitUut 
plus  d'imporlance  à  caiacturûer  dus  abcrraliom 
ainsi  !iees  au  dovcloppomcnl  ijurmal  du  l'tspnl 
humain ,  qu'elles  ont  été  pour  aittsi  dire  coas^ 
cioos  dans  ces  derniers  tcitip8  pat  ^il».^Clllia>eill 
formel  d'un  géomètre  fort  distingué  ,  douL  l'auto- 
rite'  exerce  sur  l'ens-igoement  êlémcnlaire  d«U 
géométrie  une  très-grande  iuQueace. 

Je  croîs  devoir  remarquer  à  cette  Occasion  qiMJ 
sous  plus  d'un  autre  rapport,  ona,  cumcsemblsJ 
trop  perdu  de  vue  le  caractère  de  science  lUtLU 
nécossuirement  inhérent  U  la  géométrie.  H  i 
aisé  de  le  reconnaître,  en  coiiiiidéraut  les  vaiw" 
efforts  Iciilés  si  lono-teuuis  uar  les uéo mètres  DOiir 


la  plus  grande  perfectjjpn  rationnelle  de  la  science, 
de  les  réduire  au  plus  petit  nombre  possible ,  cela 
est  sans  doute  incontestable;  mais  il  serait  absurde 
de  prétendre  les  &ire  disparaître  complètement. 
J  avoue  d  ailleurs  que  je  trouve  moins  d'inconvé- 
uiens  réels  à  étendre  un  peu  au  delà  de  ce  qui  se- 
rait strictement  nécessaire  le  nombre  de  ces  no- 
tions géométriques  ainsi  établies  par  l'observation 
immédiate  »  pourvu  qu'elles  soient  d  une  simpli-* 
cite  suffisante ,  qu'à  en  faire  le  sujet  de  démon- 
strations compliquées  et  indirectes,  même  quand 
ces  démonstrations  peuvent  être  logiquement  ir- 
r^MTochaLles. 

Après  avoir  caractérisé  aussi  exactement  que 
possible  la  véritable  destination  dogmatique  de 
la  géométrie  des  anciens  réduite  à  son  moindre 
développement  indispensable ,  il  convient  de  con- 
sidérer sommairement  dans  son  ensemble  chacune 
des  parties  principales  dont  elle  doit  se  compo- 
«er.  Je  crois  pouvoir  me  borner  ici  à  envisager 
la  piemièreet  la  plus  étenduede  ces  parties ,  celle 
qui  a  pour  objet  l'étude  de  la  ligue  droite  ;  les 
deux  autres  sections,  savoir  :1a  quadrature  des 
polygones  et  la  cubature  des  polyèdres ,  ne  pou- 
vant donner  lieu,  vu  leur  nature  trop  restreinte , 
à  aucune  considération  philosophique  de  quelque 
importance  ^  distincte  de  celles  indiquées  dans 
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la  leçon  précédente  relatiwmeut  à  la  mesure  des 

aires  et  des  voliinies  en  général. 

La  question  définitive  (juel'on  a  constammeot 
en  vue  dans  1  élude  de  la  ligne  droite  ,  coiisble 
proprement  à  déterminer  les  uns  par  les  autres 
les  divers  élémens  d'une  figure  lectiligne  qoel- 
conijue,  ce  qui  permet  de  connaître  toujoun 
indirectement  une  ligne  droite  dans  tjuelques 
circonstances  quelle  puisse  être  placée.  Ce  pro- 
blème fondamental  est  susceptible  de  deux  solo- 
lions  générales,  dont  la  nature  est  loul-à-6it 
distincte ,  l'une  graphique  ,  l'autre  algébrique. 
La  première,  quoique  fort  imparfaite,  est  celle 
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inai^icablc  par  sa  nature.  Le  second  est,  au 
contraire,  susceptible  de  l'application  la  plus 
étendue  et  la  plus  utile.  Nous  en  faisons  encore 
aujourdliui  un  usage  important  et  continuel , 
non-seulement  pour  représenter  exactement  les 
formes  des  corps  et  leurs  positions  mutuelles , 
mais  même  pour  la  détermination  effective  des 
grandeurs  géométriques ,  quand  nous  n'avons  pas 
besoin  d'une  grande  pi*écision  «Les  anciens,  vu  l'im- 
perfection de  leurs  connaissances  géométriques^ 
employaient  ce  procédé  d'une  manière  beaucoup 
plus  étendue,  puisqu'il  a  été  long-temps  le  seul 
qu'ils  pussent  appliquer ,  même  dans  les  déter- 
minations  précises  les  plus  importantes.    C'est 
ainsi ,  par  exemple,  qu'Âristarquc  de  Samos  esti- 
mait la  distance  relative  du  soleil  et  de  la  lune  à 
la  terre ,  en  prenant  des  mesures  sur  un  triangle 
construit  le  plus  exactement  possible  de  façon  à* 
être  semblable  au  triangle  rectangle  formé  {)ar  les 
trois  astres,  à  l'instant  où  la  lune  se  trouve  en 
quadrature,  et  où,  en  conséquence,  il  suffirait, 
pour  définir  le  triangle,  d'observer  l'angle  à  la 
terre.  Ârcbimède  lui-même,   quoiqu'ayaut,    le 
premier,  introduit  en  géométrie  les  détermina- 
tions calculées,  a  plusieurs  fois  employé  de  sem- 
blables moyens.  La  formation  de  la  trigonométrie 
n'y  a  pas  fait  même  renoncer  entièrement,  quoi- 
({u^elle  en    ait   beaucoup  diminué   l'usage;   les 


/||4i  l'IlILUSOPHtI!    POSITIVE. 

(jiccsctlcâ  Ai-alio»  onl  conliiiué  h  »>ti  servir 
pour  une  foule  de  rcchci'cbcii ,  où  nous  rrgir- 
doH8  aujotinHiui  l'emploi  du  calcul  conimo  in- 
Jis[>cnsnl)!o. 

Cette  exacte  reproduction  d'une  figure  mid- 
contjuo  .suivant  une  <>chdic  ditTciente  ,  ne  pcat 
prifscnlfT  aucune  grande  diOindte  théorique  lors- 
que toutes  les  parties  de  la  fif^re  proporn^  «ont 
comprises  dans  un  même  plau.  Mais  ,  si  l'on  sup- 
pose ,  comme  il  arrive  le  plus  souvent .  qu'elles 
soient  siiuëes  dans  des  plans  dilT^rens,  ou  voit 
naître  alors  un  nouvel  ordre  de  considérations 
géomélri({iics.  La  lîgure  artificielle,  qui  eu  con- 
stamment ulane.  ne  nouvant  utus.  eu  i:e  c».  Aire 
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cîpalement  pour  les  difFërens  problèmes  relatifs  à 
la  sphère  cdl.este.  Telle  était  la  destination  de 
leurs  analemnes ,  et  des  autres  figures  planes  qui 
ont  supplée  pendant  si  long-temps  h  l'usage  du 
calcul.  On  voit  par  là  que  les  anciens  connais- 
saient réellement  les  élémens  de  ce  que  nous 
'  nommons  maintenant  la  géométrie  desciipti^ey 
quoiqu'ils  ne  les  eussent  point  conçus  d'une  ma- 
nière distincte  et  générale. 

Je  crois  convenable  de  signaler  ici  rapidement^ 
à  cette  occasion ,  le  véritable  caractère  philoso- 
phique de  cette  géométrie  descriptive ,  bien  que, 
comme  étant  une  science  essentiellement  d'appli- 
cation y  elle  lie  doive  pas  âtre  comprise  dans  le 
domaine  propre  de   cet  ouvrage ,  tel  que  je  l'ai 

circonscrit  en  commençant. 

» 

Toutes  les  questions  quelconques  de  géométrie 
à  trois  dimensions  y  donnent  lieu  nécessairement, 
c[uand  on  considère  leur  solution  graphique ,  à 
une  difficulté  générale  qui  leur  est  propre,  celle 
de  substituer  aux  diverses  constructions  en  relief 
nécessaires  pour  les  résoudre ,  et  qui  sont  presque 
toujours  d'une  exécution  impossible,  de  simples 
constructions  planes  équivalentes,  susceptibles 
de  déterminer  finalement  les  mêmes  résultats. 
Sans  cette  indispensable  conversion  ,  chaque 
solution  de  ce  genre  serait  évidemment  incom- 
plète et  réellement  inapp]ical)le  dans  la  pratique, 
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quoique  .  {Kiur  h  llièoric,  U>8  coiistruciious  daiw.< 
l'csi^ace  soient  arditiaii-einejit  pr^t'éroLle»  oomme  I 
plus  directes.  Cesi  alin  de  fouriiiL'  in»  moyeQJ 
génerauxd'efFectuerconxUnmicul  urit*  telle tnuu- 
l'ormation  ([aehigéométnetfescripiîiK^iélé  créée, 
et  coDStilucc  en  un  corps  de  doctrine  distinct  «t 
homogène  jMir  uni!  vue  de  geoic  de  notre  illualfC 
Monge.  Il  a  pn^lablcincut  conçu  un.  mode  uhh 
forme  de  icprésentei'  les  €017)5  par  des  iîgurcs  tra? 
cëes  sur  un  seul  plau ,  k  l'aide  de» projccUiHiS  sur 
deux  plans  diffiéreEts,  ordiimireincnt  pcrpcndicit- 
laircs  etilre  eux, cl  dontriiii  csl  «vipposé  tourner 
autour  dekur  intersection  commune  pour  %'eDÎra6< 
confondre  avec  le  Drolon£>eineut  de  l'autn:  :  il  «.. 
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qui  se  rapportent  essentiellement  les  uns  aux  con- 
iacU  et  les  autres  aux  intersections  des  surfaces. 
Ayant  forme  des  .méthodes  simples  et  entière- 
ment générales  pour  la  solution  graphique  de  ces 
deux  ordres  de  problèmes,  toutes  les  questions 
(^métriques  auxquelles  peuvent  donner  lieu  les 
diven  arts  quelconques  de  construction^  la  coupe 
des  pierres ,  la  charpente^  la  perspective ,  la  gno- 
nomoniqucy  la  fortification,  etc. ,  ont  pu  être 
traitées  désormais  comme  desimpies  cas  particu- 
liers d'une  théorie  unique ,  dont  l'application  in- 
Yariable  conduira  toujours  nécessairement  à  une 
solution  exacte ,  susceptible  d'être  facilitée  dans 
la  pratique  en  profitant  des  circonstances  propres 
Il  chaque  cas* 

Cette  importante  création  mérite  singulière* 
ment  de  fixer  l'attention  de  tous  les  philosophes 
cpii  considèrent  l'ensemble  des  opérations  de  l'es- 
pèce humaine,  comme  étant  un  premier  pas,  et 
jusqu'ici  le  seul  réellement  complet,  vers  cette 
rénovation  générale  des  travaux  humains,  qui 
doit  imprimer  à  tous   nos  arts  un  caractère  de 
précision  et  de  rationnalité ,  si  nécessaire  à  leurs 
progrès  futurs.  Une  telle  révolution  devait,  en 
^rfet,  commencer  inévitablement  par  cette  classe 
de  travaux  industriels  qui  se  rapporte  essentielle- 
ment à  la  science  la  plus  simple ,  la  plus  parfaite , 
^t  la  plus  ancienne.  Elle  ne  peut  manquer  de  s'é- 
TOMR  1.  28 
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leodrc  Miccesûvemcnt  dans  b  !>uîtei  quoiifue 
;ivec  moins  dv  facUilc ,  ù  toutes  \es  autres  o|kêF>- 
tions  prali(ju<:&.  Nous  ntirous  ntétnc  bîeutdl  occa- 
sion du  rciuarqtici-  que  Moagc  j  qui  a  confo  flta 
lirofuudcmcnl t]ue  p«rs«iuie  h  véritable  |ihUoao> 
[ihic  fifîs  arts,  avait  essayé  dcbauchei'  pour  Via- 
dusiric  Diccauiquc  une  doclrînc  corrcapondanlc 
îi  celle  qu'il  avait  sî  lieiu^tueiiiciit  formée  pour 
rii)du.tlrir  géométrique,  niais  sans  ohteoir  pour 
ce-  cas,  duiit  la  difliculté  eiît  bien  supérimue, 
aucun  autre  succès  que  celui  d'iudiqucr  asset 
netteiDciit  la  direction  que  doiveot  prcodre  le» 
rcchei  ches  de  cello  uAture. 
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de  apëeulations  géomëtriques.  Il  ne  faat  point  per- 
drede  vue  que,  pour  qu'ohe  question  giéométrique 
tombe  -  dans  le  doinaine  propre  de  la  géomëlrie 
descriptiTe ,  die  doit  nécessairement  avoir  tou- 
jours été  résolue  préalablement  par  la  géométrie 
qiécsiktiTe  ^  dont  ensuite ,  comme  nous  Tavons 
m  f  les  solutions  ont  constamment  besoin  d'être 
pr^paiéespourlapratiquedemanièreàsuppléeraux 
coostructîonsen  relief pardesconstructionsplanes, 
substitution  qui  constitue  réellement  la  seule  fonc- 
tion caractéristique  de  la  géométrie  descriptive. 

Il  convient  néanmoins  de  remarquer  ici  que , 
sous  le  rapport  de  Téducation  intellectudle ,  l'é- 
tude de  la  géométrie  descriptive  présente  une  im- 
portante propriété  philosophique,  tout-à-fait  in- 
d^iendante  de  sa  haute  utilité  industridle.  Cest 
l'avantage qu'dle  offre  si  éminemment,  en  habi- 
tuant à  considérer  dans  l'espace  des  systèmes  géo- 
métriques quelquefois  très-composÀ,  et  à  suivre 
exactement  leur  correspondance  continuelle  avec 
les  figures  effectivement  tracées,  d'exercer  ainsi  au 
plus  haut  degré  de  la  manièire  la  plus  sûre  et  la  plus 
précise,  cette  importante  faculté  de  l'esprit  humain 
cju'on  a[^)dle  VimagimUion  proprement  dite ,  et 
vpà  consiste,  dans  son  acception  élémentaire  et  po- 
sitive, à  se  représenter  nettement,  avec  facilité,  un 
vaste  ensemble  variable  d'objets  fictifs ,  comme 
s'ils  étaient  sous  nos  yeux. 

28. 
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EqÛu  ,  poui'  achever  d'ïmtîquer  la  mlurc  ^ 
nérale  de  la  géométrie  definrtplive  en  determinanl 
sou  caraclère  Ic^quc ,  nous  devons  observer  que 
si ,  par  le  genre  de  m»  solutions  ^  eUc.  appartienl 
à  la  géométrie  des  anciens  ,  d'un  autre  côté  elle 
se  rapproche  de  la  géométrie  des  nioderocs  par 
rcs))écedesqu<!stion!>  qui  la  composent.  Ces quev 
tioiiii  soûl,  en  l'ITet ,  émincmmcal  reraarquaUo 
par  cette  généralité  que  uousavotu»  vue,  donsU 
dernière  leçon,  constituer  le  vrai  «caractère  foodo- 
mcntal  de  la  géomctrie  moderne;  le*  méthodes 
y  sont  toujours  cgiiyue^  comme  applicaltlcs  àd«5 
formes  quelconques ,  les  particularités  propres  à 
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examiner  d'une  manière  générale  la  solution 
algébrique. 

Cette  seconde  solution,  dont  il  est  inutile  ici 
d'apprécier  expressément  la  supériorité  évidente, 
appartient  nécessairement,  par  la  nature  même 
de  la  question ,  au  ^stème  de  la  géométrie  an- 
cienne ,  quoique  le  procédé  logique  employé  l'en 
fasse  ordinairement  séparer  mal  à  propos.  Nous 
avons  lieu  de  vérifier  ainsi ,  sous  un  rapport  très- 
important  ,  ce  qui  a  été  établi  en  général  dans  la 
leçon  précédente ,  que  ce  n'est  point  par  l'emploi 
du  calcul  qu'on  doit  distinguer  essentiellement 
]a  géométrie  moderne  de  celle  des  anciens.  Les 
anciens  sont,  en  effet,  les  vrais  inventeurs  de  la 
trigonométrie  actuelle ,  tant  sphérique  que  recti- 
ligne,  qui  seulement  était  beaucoup  mofus  par^ 
iaite  entre  leurs  mains  ^  vu  l'extrême  infériorité 
de  leurs  connaissances  algébriques.  C'est  donc 
réellement  dans  cette  leçon ,  et  non,  comme  on 
pourrait  le  croire  d'abord,  dans  celles  que  nous 
cansacrerons  ensuite  h  l'examen  philosophique  de 
la  géométrie  ^e/zera/e  ,  qu'il  convient  d'apprécier 
le  caractère  de  cette  importante  théorie  prélimi- 
naire, habituellement  comprise  à  tort  dans  ce  qu'on 
appelle  la  géométrie  analytique ,  et  qui  n'est  ef- 
fectivement qu'un  complément  de  la  géométrie 
élémentaire  proprement  dite. 

Toutes  les  figures   rectilignes    pouvant  être 
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déconipohécs  «□  trianf^les ,  il  suffit  ériiletniueot  de 
savoir  déterminer  l<>s  uns  par  Icj  autres  les  diven 
élënicQk d'un  triangle,  ct-<|ui  rédiiît  \ipofygono- 
mélrie  à  ta  simple  tngonométrie. 

Pour  qu'une lcUequ<!»tioii  puisse  élrerÀoIncil- 
gébriqueuieutrladifficultéconsifileessentieUeiDenl 
ù  former  entre  les  ajigies  et  les  côlcs  d*un  triangle 
trois  équatioDsdistincles ,  qui ,  une  lois  obtenues, 
réduiront  ë?idemmeul  tous  le»  problèmes  tngo- 
nomett'iques  à  de  pures  rt^chercbcâ  de  calcul.  En 
coiisidcrniit  delà  ninnière  In  f>lu.f  générale  l'tfli» 
blissemciit  de  ces  équalious,  on  voit  naître 
médiatement  nne  distinction  fundauienlalc 
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à  celle  époque  ,  d'ëtablir  des  équations  enlre  les 
cdiéset  les  angles  eux-mêmes.  La  solution  pouvant 
aujounlliui  être  obtenue  indifféremment  dans 
l'un  et  dans  l'autre  système ,  ce  motif  de  préfé- 
rence ne  subsiste  plus.  Mais  les  géomètres  n'en 
ont  pas  moins  dû  persister  à  suivre  par  choix  le 
système  primitivement  admis  par  nécessité;  car^ 
la  même  raison  qui  a  permis  ainsi  d'obtenir  les 
àpiations  trigonométriques  avec  beaucoup  plus  de 
facilité,  doit^alement^  conune  il  est  encore  plus 
aisé  de  le  concevoir  à  priotij  rendrc^ces  équations 
bien  plus  simples,  puisqu'elles  existent  alors  seu- 
lement entre  des  lignes  droites  ,  au  lieu  d'être 
établies  entre  des  lignes  droites  et  des  arcs  de  cer- 
cle. Une  telle  considération  a  d'autant  plus  d'im- 
portance qu'il  s'agit  là  de  formules  éminemment 
élémentaires  y  destinées  à  être  continuellement 
employées  dans  toutes  les  parties  de  la  science 
mathématique  aussi  bien  que  dans  toutes  ses  di- 
verses applications. 

On  peut  objecter  ,  il  est  vrai ,  que,  lorsqu'un 
angle  est  donné,  c'est  toujours  en  effet  par  lui- 
même  et  non  par  sa  ligne  trigonométrique  ;  et 
que ,  lorsqu'il  est  inconnu ,  c'est  sa  valeur  angu- 
laire qu'il  s'agit  proprement  de  déterminer ,  et 
non  celle  d'aucune  de  ses  lignes  trigonomé triques. 
U  semble ,  d'après  cela  ,  que  de  telles  lignes"  ne 
sont  entre  les  côtés  et  les  angles  qu'un  intermé- 
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diairc  iiiiililt:,  qui  doit  être  finateineut  âiminé, 
et  iloiit  riiUroduction  ne  |uraît  point  &iuceplib)e 
de  simpliiivr  la  rechcrclic  qu'on  se  (iropow.  Il 
importe  ,  en  effet ,  d'expliquer  avec  plus  de  géné- 
ralité et  lie  prëcÎMOU  qu'on  ne  le  fait  d'ordinûre 
l'immense  utilité  r^lle  de  cette  manière  de  pro- 
céder. Elle  consiste  en  ce  ipie  l'introduction  de 
ces  grandeurs  auxiliaires  partage  la  question  to- 
tale de  la  (rigonomiSlric  en  doux  autres  esiîeQiiel'  1 
lemeiit  distinctes ,  dont  l'une  a  pour  objet  dft  | 
passer  des  augles  h  leurs  signes  trigonométriqtie» 
ou  réciproquement,  et  dont  l'autre  se  propose  de 
déterminer  les  côtés  des  triangles  par  les  lignes 
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d'atance;  tandis  que  si  une  telle  décomposi- 
tion n'avait  point  été  instituée >  on  se  serait  trouvé 
évidemment  dans  ToUigation  de  recommencer 
dans  chaque  cas  particulier  le  calcul  tout  entier; 
TeUe  est  la  propriété  essentielle  du  système  trigo- 
nométrique  adopté ,  qui ,  en  effet ,  ne  présente- 
rait réellement  aucun  avantage  effectif  si ,  pour 
chaque  angle  à  considérer,  il  fallait  calculer  con- 
tinuellement sa  ligne  trigonométrique  ou  récipro- 
quement :  l'intermédiaire  serait  alors  plus  gênant 
que  commode. 

Afin  de  comprendre  nettement  la  vraie  nature 
de  cette  conception  y  il  sera  utile  de  la  comparer 
i  une  conception  encore  plus  importante ,  des- 
tinée à  produire  un  effet  analogue ,  soit  sous  le 
rapport  algébrique ,  soit  surtout  sous  le  rapport 
arithmétique,  l'admirable  théorie  des  logarithmes. 
£n  examinant  d'une  manière  philosophique  Tin- 
fluencé  de  cette  théorie ,  on  voit  y  en  effet  y  que 
son  résultat  général  est  d'avoir  décomposé  toutes 
les  opérations  arithmétiques  imaginables  en  deux 
parties  distinctes ,  dont  la  première  ,  qui  est  la 
plus  compliquée ,  est  susceptible  d'être  exécutée 
à  l'avance  une  fois  pour  toutes ,  comme  ne  dépen- 
dant que  des  nombres  à  considérer  et  nullement 
des  diverses  combinaisons  quelconques  dans  les- 
quelles ils  peuvent  entrer ,  et  qui  consiste  à  se  re- 
présenter tous  les  nombres  comme  des  puissances 
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assiguaUtcs  d'un  nombre  conslanl  ;  la  secoAdtf 
partie  du  calcul ,  qui  doit  nécessairement  ^tre 
recommencée  ]K>ar  chaque  formule  aouvdle  h 
évaluer ,  etniit  dès  lor»  nfduitc  h  ex(:cutcr  mit  ces 
cxpoKins  des  opémUoiu  corrélaUres  iftHuiment 
plus  simples.  Je  mebomc  à  indiquer  ce  rappro- 
cbenieut ,  que  eiuicun  peut  aitt^mont  dévelopjwr. 
Mous  devons  de  plus  observer  comme  une  pr<v 
priélé  ,  secuiidaire  aujourd'hui,  mais  capibte  à 
l'origine,  du  système  trigonomtftriquc  adopté,  ia 
circonstance  tr^rcruarquablc-  que  la  détermina- 
tion des  angles  par  leurs  lignes  tri^ooomctriques 
ou  réciproquement,  est  susceptible  d'une  mIuIioii 

arilliiiifllii'iiKi.  launilAmil  oiiil   diiMwttiiiunnl  inilijb. 
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borner  à  compléter  celte  opération  par  des  inter- 
calations  convenables ,  ce  qui  marque  nettement 
la  filiation  des  idées  à  cet  ^rd« 
.  Afin  d'esquisser  entièrement  cet  aperçu  phi- 
losopkiqoe.de  It  trigpnomëtrie»  il  convient  d'oV 
serverfaottiiitenant  que  l'extension  du  même  motif 
qui  conduit  à  remplacer  les  angles  ou  lès  arcs  de 
cerde  |Mr  des  ligues  droites  dans  la  vue  de  sim- 
plifier les  équations ,  doit  aussi  porter  à  employer 
concurremment  plusieurs  lignes  trigonométrie 
qùes,  au  lieu  de  se  borner  à  une  seule ,  conune 
le  fiûsaient  les  anciens^  pour  perfectionner  ce  sys- 
tème en  choisissant  celle  qui  sera  algébriquement 
la  plus  convenable  en  telle  ou  telle  occasion.  Sous 
ce  rapport,  il  est  clair  que  le  nombre  de  ces  lignes 
n'est  par  lui-même  nullement  Umité;  pourvu 
qu^eUes  soient  déterminées  d'après  l'arc ,  et  que 
réciproquement  elles  le  déterminent >  suivant  quel- 
que loi  qu'elles  en  dérivent  d'ailleurs  y  elles  sont 
aptes  à  lui  être  substituées  dans  les  équations.  En 
se  bornant  aux  constructions  les  plus  simples ,  les 
Arabes  et  les  modernes  ensuite  ont  successive- 
ment porté  à  quatre  ou  k  cinq  le  nombre  des 
lignes  trigonométriques  directes,  qui  pourrait 
être  étendu  bien  davantage.  Mais ,  au  lieu  de  re- 
courir à  des  formations  géométriques  qui  fini- 
raient par  devenir  très-comi^iquéesy  on  conçoit 
avec  une  extrême  facilité  autant  de  nouvelles 
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i'Égucs  tri[;uuom^ir|ues  que  peuvent  l'exiger  tet 
transforma  ti  ODS  analytiques^^u  moyen  d'unarti- 
ticc  remarquable ,  qui  n'est  pas  ordinairenieat 
sii'mi  d'une  nmaière  assez  f^néralc  11  coousie, 
sans  multiplier  immtkliatemcnl  tes  lignes  trigiï- 
iiometriqucs  propres  h  chaque  arc  coDsider^,  i 
en  introduire  de  nouTcJIcs  en  regardant  cot  arc 
comme  detormin<S  indireclcmcoi  par  toutes  les 
lignes  reUtives  à  un  arc  qui  soit  une  fouciioo 
très-simple  ilu  premier.  C'est  ainsi ,  par  exemple , 
que  liouvcnt ,  pour  calculer  un  angle  avec  plus  de 
l'aciliti^,  ou  déterminera,  au  lieu  de  sonsinns, 
le  sinus  de  .sa  moîti<i  ou  de  son  double ,  etc.  Une 
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naître  la  véritable  étendue  du  système  trigono- 
métrique. 

Cette  multiplicité  des  lignes  trigonométriques 
fiiit  naître  évidemment ,  dans  la  trigonométrie , 
une  troisième  question  fondamentale ,  l'élude  des 
relations  qui  existent  entre  ces  diverses  '  lignes  ; 
puisque  y  sans  une  telle  connaissance ,  on  ne  pour- 
rait point  utiliser,  pour  les  besoins  analytiques , 
cette  variété  de  grandeurs  auxiliaires ,  qui  n'a 
pourtant  pas  d autre  destination.  Il  est  clair,  en 
outre  f  d'après  la  considération  indiquée  tout  h 
l'heure ,  que  cette  partie  essentielle  de  la  trigo- 
nométrie ,  quoique  simplement  préparatoire ,  est , 
par  sa  nature ,  susceptible  d'une  extension  indé- 
finie quand  on  l'envisage  dans  son  entière  géné- 
ralité y  tandis  que  les  deux  autres  sont  nécessaire- 
menl  circonscrites  dans  un  cadre  rigoureusement 
défini. 

Je  n  ai  pas  besoin  d'ajouter  expressément  que 
ces  trois  parties  principales  de  la  trigonométrie 
doivent  être  étudiées  dans  un  ordre  précisément 
inverse  de  celui  suivant  lequel  nous  les  avons 
vues  dériver  nécessairement  de  la  nature  générale 
du  sujet;  car  la  troisième  est  visiblement  indé- 
pendante des  deux  autres,  et  la  seconde  de  celle 
(|ui  s'est  présentée  la  première,  la  résolution  des 
triangles  proprement  dite,  qui  doit,  pour  cette 
raison,  être  traitée  en  dernier  lieu,  ce  qui  ren- 
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DOUZIEME   LEÇON. 


Sommaire.  Coiiceplion  roadimentaU  de  b  géométrie  géiUrait 
ou  anaijli^ue, 

La  géométrie  générale  étant  entièrement  fon- 
dée sur  la  transformation  des  considérations  géo- 
métriques en  considérations  analytiques  équiva- 
Icntes,  nous  devons  d'abord  examiner  directement 
et  d'une  manière  approfondie  la  belle  coneeption 
d'après  laquelle  Descartes  a  établi  uniformément 
la  possibilité  constante  d'une  telle  co-rélalion. 
Outre  son  extrême  importance  propre,  comme 
moyen  de  perfectionner  éminemment  la  science 
géométrique,  ou  plutôt  de  la  constituer  dans 
soif  ensemble  sur  des  bases  rationnelles,  l'étude 
philosophique  de  cette  admirable  conception 
doit  avoir  à  nos  yeux  un  intérêt  d'autant  jJus  éle- 
vé, quelle  caractérise  avec  mic parfaite  évidence 
la  méthode  générale  k  employer  pour  organiser 
les  relationsde  l'abstrait  au  concret  en  mathéma- 
tique, parla  représentation  analytique  des  phé- 
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DOUZIEME  LEÇON. 


Sommaire.  Conception  fondamentale  de  la  géome'trie  générale 

ou  analytique, 

La  géométrie  générale  étant  entièrement  fon- 
dée sur  la  transformation  des  considérations  géo- 
métriques en  considérations  analytiques  équiva- 
lentes, nous  devons  d  abord  examiner  directement 
et  d'une  manière  approfondie  la  belle  conception 
d'après  laquelle  Descartes  a  établi  uniformément 
la  possibilité  constante  d'une  telle  co-rélation. 
Outre  son  extrême  importance  propre,  comme 
moyen  de  perfectionner  éminemment  la  science 
géométrique,  ou  plutôt  de  la   constituer  dans 
soiï ensemble  sur  des  bases  rationnelles,  l'étude 
philosophique    de   cette   admirable    conception 
doit  avoir  à  nos  yeux  un  intérêt  d'autant  plus  éle- 
vé, qu'elle  caractérise  avec  une  parfaite  évidence 
la  méthode  générale  à  employer  pour  organiser 
les  relations  de  l'abstrait  au  concret  en  mathéma- 
tique, parla  représentation  analytique  des  phé- 
TOMB  1.  29    . 
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iiomdnes  natui-ds*  Il  n'y  a  |K)tnl,  dans  la  phïl 
•HopKie  111.1  ihémalique  ,  de  iK-nséc  qui  mérite  i 
vantiige  <li'  ^xor  toute  noire  atlcotîoii. 

Afin  do  parvenii'  s^  exprimer  pnr  de  simples 
relations  uiulytitjues  tous  les  divers  phénomènes 
géoméLrii)iK>s  que  l'on  peut  imagiocr ,  il  faut  évi- 
demment éublH'  d'abord  un  ntodc  gi^nèral  pour 
rcpi-ëscntet'  analytiquement  l<:s  sojeU  nténiPS  dans 
lesquels  ces  piténonièncs  rdiiident,  c'est-à-dire 
les  lignes  ou  les  surfuccs  ù  considérer.  Le  sujet 
étant  ainsi  habituellement  envisagé  sous  un  point 
devnepuiement analytique,  on  omprend que  dés~ 
lors  il  a  été  possible  de  concevoir  de  la  méine  ■ 
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les  idées  de  nombres.  Pour  la  seconde,  il  faut  re- 
marquer qu  elle  est  toujours  réductible  par  sa  na- 
ture à  la  troisième.  Car  la  forme  d'un  corps  ré- 
sulte évidemment  de  la  position  mutuelle  des 
diflerens  points  dont  il  est  composé,  en  sorte  que 
l'idée  de  position  comprend  nécessairement  celle 
de  forme,  et  que  toute  circonstance  de  forme 
|>eut  être  traduite  par  une  circonstance  de  posi- 
tion. G  est  ainsi,  en  effet,  que  l'esprit  humain  a 
procédé  pour  parvenir  à  la  représentation  analy- 
tique des  formes  géométriques,  la  conception  n'é- 
tant directement  relative  qu'aux  positions.  Toute 
la  difficulté  élémentaire  se  réduit  donc  propre- 
ment à  ramener  les  idées  quelconques  de  situa- 
tion à  des  idées  de  grandeur.  Telle  est  la  destina- 
tion inuuédiate  delà  conception  préliminaire  sur 
laquelle  Descartes  a  établi  le  système  général  de 
la  géométrie  analytique. 

Son  travail  philosophique  a  simplement  con- 
:»isté,  sous  ce  rapport,  dans  Tentière généralisa- 
tion d'un  procédé  élémentaire  qu'on  peut  regarder 
comme  naturel  à  l'esprit  humain ,  puisqu'il  se 
forme  pour  ainsi  dire  spontanément  chez  toutes 
les  intelligences,  même  les  plus  vulgaires.  En  ef- 
fet ,  quand  il  s'agit  d'indiquer  la  situation  d'un 
objet  sans  le  montrer  immédiatement ,  le  moyen 
que  nous  adoptons  toujours ,  et  le  seul  évidem- 
ment qui  puisse  être  employé ,  consiste  à  rappor- 

29.       • 
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Sommaire.  Conception  fondamentale  de  b  géome'trie  générale 

ou  analytique. 


La  géométrie  générale  étant  entièrement  fon- 
dée sur  la  transformation  des  considérations  giéo- 
métriques  en  considérations  analytiques  écpiiva- 
lentesy  nous  devons  d  abord  examiner  directement 
et  d'une  manière  approfondie  la  belle  conception 
d'après  laquelle  Descartes  a  établi  uniformément 
la  possibilité  constante  dune  telle  co-rélation. 
Outre  son  extrême  importance  propre,  comme 
moyen  de  perfectionner  éminenunent  la  science 
géométrique,  ou  plutôt  de  la  constituer  dans 
soiï ensemble  sur  des  bases  rationnelles,  l'étude 
philosophique  de  cette  admirable  conception 
doit  avoir  à  nos  yeux  un  intérêt  d  autant  plus  éle- 
vé ,  qu  elle  caractérise  avec  une  parfaite  évidence 
la  méthode  générale  à  employer  pour  organiser 
les  relations  de  l'abstrait  au  concret  en  mathéma- 
tique, parla  représentation  analytique  des  phé- 
TOMKi.  29    . 
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i-ii  cll'il ,  c.niccvdir  iL'aiilre  moyen  t)«  consEruirr 
iiit  (Miitil  ([ui>  de  le  marquer  [wr  la  rencontre  de 
«Iciix  l'iiiirs  <[iu-leom{Ucs.  Ainsi,  dans  lesystème 
le  i>ius  rréqiiOHt ,  cilni  des  ro<vfitinnées  rcctilt- 
L^iitw  [ir(>))ri.'nteut  dites ,  le  [loinl  est  déterminé  par 
riiiiiTscction  de  deux  droites,  dont  chacune  reste 
ron.sl:iiJinK-jit  parallèle  A  nn  axe  fixe,  en  sen  éloi- 
^n:lnl  iilii.s  ou  moins  ;  dans  le  système  polaire  , 
vv!.\  V.i  rencontre  d'nn  cercle  de  rayon  variable 
el  <Ii>iil  If  rentre  est  fixe,  avec  une  droite  mobile 
.'issujelii'i'i  tonrncr  autour  de  ce  centre,  qui  mar- 
i]iK?  );i  |io>itinn  du  point  :  en  clioisissant  d'autres 
syslèmes,  le  point  pourrait  être  désigné  par  Vin- 
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ment  cette  méthode  dont  la  systématisation  géné- 
rale a  été  pour  Descartes  le  motif  immédiat  des 
travaux  (jui  l'ont  conduit  à  fonder  la  géométrie 
analytique. 

Après  avoir  nettement  établi  cette  conception 
préliminaire ,  en  vertu  de  laquelle  les  idées  de 
position  y  et  y  par  suite  implicitement  y  toutes  les 
notions  géométriques  élémentaires  y  sont  réducti- 
bles à  de  simples  considérations  numériques  ,  il 
est  aisé  de  concevoir  directement,  dans  son  en- 
tière généralité ,  la  grande  idée-mère  de  Des- 
cartes,  relative  à  la  représentation  analytique  des 
formes  géométriques  ,  ce  qui  constitue  lohjet 
propre  de  cette  leçon.  Je  continuerai  à  ne  consi- 
dérer d'abord,  pour  plus  de  facilité,  que  la  géo- 
métrie a  deux  dimensions,  la  seule  que  Descartes 
ait  traitée,  devant  ensuite  examiner  séparément 
sous  le  même  jioint  de  vue  ce  qui  est  propre  à 
la  théorie  des  surfaces  ou  des  courbes  à  double 
courbure. 

D  après  la  manière  d'exprimer  analytiqucment 
la  position  d'un  point  sur  un  plan,  on  peut  aisé- 
ment établir  que  ,  par  quelcpie  propriété  qu'une 
ligne  quelconque  puisse  être  définie,  celte  défi- 
nition est  toujours  suscoptil)le  d  èlre  remplacée 
par  une  équation  correspondante  entre  les  deux 
coordonnées  variables  du  point  qui  décrit  cette 
ligne,  équation  qui  sera  dès  lors  la  représenta- 


it  totfJ 
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tioD  aDAlyticpic  de  la  ligne  proptuëe,  doat 
pbénomi-ue  dcm  »e  iraduire  par  uoc  certaioc 
modillcaliori  algébrique  de  Min  équaiîiHi.  Si  Tua 
suppose ,  m  rffet ,  qu'un  point  »e  meuve  fur  un 
plan  sans  que  son  cours  soi  t  détermitié  eu  aucune 
manière,  ou  detra  ^vtdemmeut  rcg^der  sci  deut 
cooidonut-os ,  dans  quelque  système  que  ce  soii, 
conm»;  deux  vamblea enUéraneot  indépctadanlcs 
l'une  di!  l'autre.  Mais,  si  au  contraire  ce  point 
eat  aniujt^ti  li  décrire  une  certaine  ligne  qtielcoi»* 
que,  il  faudra  oôcessair entent  concevoir  que  sas 
coordonnée»  conscrvt^ut  cntrv  <Jles ,  dans  toute» 
les  positions  qWUpeut  prendre,  one cerlainftgfr 


v 
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^  ou^  en  d'autres  termes,  il  doit  exister 
entre  elles  une  certaine  équation ,  d'une  nature 
correspondante  à  celle  de  la  ligne  sur  laquelle 
le  point  est  assujéti  à  rester.  En  un  mot^  cha- 
cune des  coordonnëe9  d'un  point  l'obligeant  à  être 
situe  sur  une  certaine  ligne ,  on  conçoit  récipro- 
quement que  la  condition^  de  la  part  d'un  point, 
de  devoir  appartenir  à  une  ligne  dëfiûie  d'une 
manière  quelconque ,  équivaut  à  assigner  la  va- 
leur de  l'une    des   deux  coordonnées,  qui  se 
trouve,  dans  ce  cas,  être  entièrement  dépendante 
de  l'autre,  La  relation  analytique  qui  exprime 
cette  dépendance  peut  être  plus  ou  moins  difficile 
à  découvrir  ;  mais  on  doit  évidemment  en  conce- 
voir toujours  l'existence,  même  dans  les  cas  où 
nos  moyens  actuels  seraient  insuffisans  pour  la 
faire  connaître.  C'est  par  cette  simple  considéra- 
tion que ,  indépendamment  des  vérifications  par- 
ticulières sur  lesquelles  est  ordinairement  établie 
cette  conception   fondamentale  à  l'occasion  de 
telle  ou  telle  définition  de  ligne  ^  on  peut  démon- 
trer, d'une  manière  entièrement  générale,  la  né- 
cessité de  la  représentation  analytique  des  lignes 
par  les  équations. 

fin  reprenant  en  sens  inverse  les  mêmes  ré^ 
flexions,  on  mettrait  aussi  facilement  en  évidence 
la  nécessité  géométrique  de  la  représentation  de 
toute  équation  à  deux  variables ,  dans  un  système 
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dclerjlunr  {lec«ardcRU»ée*,par  \uk  ccrtaioc  ligne, 
doal  un«  telle  relation  Mnil,  h  délaiii  d'aucunf 
autre  pro(triélé  connue,  une  déBnition  trù-ci- 
nclcri»ti<|uc ,  et  qni  aara  pour  diutinuLioa  sàea- 
liliquc  dr  lixer  imnKÀliaU'meiil  laitcntion  aur  b 
tturclK  f^ùunle  tir»  aolulioiu  de  l'éijuatioa ,  cpii 
se  trouTcn  ainsi  Qoléc  de  U  nunîère  la  plui  icn- 
sililr  et  U  pliu  simple.  Celle  peinture  des  ëqu- 
lioiu  est  un  dn  aiantJ^tt  fondantenuiux  les  p)m 
importaus  de  la  gtotnétrie  analytique ,  <jui  a  far 


là  ri'a^  mi  ^us  hanl  dc;^'  mit  le  pcrfectionms 
nwot  génêml  de  l'analyse  elle-ménic,  dcmik-uIc* 
ment  eii  a-ssignint  aux  recherche»  purement  abs- 
tr^ili^uii  butudieinentdétemiiii^elnnccttrri^ 
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iinë  à  représenter  distinctement  et  avec  une  net- 
teté parfaite  le  résumé  de  cet  ensemble  de  com- 
paraisons^ permet  de  le  considérer  directement 
en  fesant  complètement  abstraction  des  détails 
qui  Tont  fourni ,  et  par  là  peut  indiquer  à  notre 
esprit  des  vues  analytiques  générales^  auxquelles 
nous  serions  difficilement  parvenus  de  toute  autre 
manière  y  faute  d'un  moyen  de  caractériser  clai- 
rement leur  objet.  Il  est  évident,  par  exemple , 
que  la  simple  inspection  de  la  courbe  logarithmi- 
que ou  de  la  courbe  j^=sinjt:  fait  connaître  d'une 
manière  bien  plus  distincte  le  mode  général  de  va- 
riations des  logarithmes  par  rapport  aux  nombres 
ou  des  sinus  par  rapport  aux  arcs,  que  ne  pour- 
rait le  permettre  l'étude  la  plus  attentive  d'une 
table  de  logarithmes  ou  d  une  table  trigonomé- 
trique.  On  sait  que  ce  procédé  est  devenu  au- 
jourd'hui entièrement  élémentaire,  et  qu'on  l'em- 
ploie toutes  les  fois  qu'il  s'agit  de  saisir  nettement 
le  caractère  général  de  la  loi  qui  règne  dans  une 
suite  d'observations  précises  d'un  genre  quelcon- 
que. 

Revenant  à  la  représentation  des  lignes  par  les 
équations,  qui  est  notre  objet  principal,  nous 
voyons  que  cette  représentation  est,  par  sa  na- 
ture, tellement  fidèle  ,  que  la  ligne  ne  saurait 
éprouver  aucime  modification,  quelque  légère 
qu'elle  soit ,  sans  déterminer  dans  l'équation  un 
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changciDcnt  corrcspoiidatit.  Celte  complète  exac< 
titude  donne  m^me  lien  souvent  à  du»  difilcullé) 
•  spéciale» ,  en  ce  quf ,  dans  notre  .systènie  de  géo- 
métrie analytique,  tes  simples  déplaoeoieus  dct. 
lignes  se  fcsaat  aussi  bien  nrsscnlir  dans  lc»ëi{Ul^ 
tions  que  k'S  variatious  réelles  du  grandeur  ou  de 
forme  ,  on  pourrait  ^trc  exposé  il  confondre 
lyliqucmont  les  nus  avec  les  autres ,  si  les  géom^ 
1res  n'avaient  pas  découvert  une  métliode  ingô* 
nieuse  onipressémcnt  destinée  â  les  distinguer 
coiistamnu'nt.  Celle  méthode  est  fondée  #ur 
que,  bien  (ju'il  soit  impossible  de  clunger  aLoaly- 
tiquement  b.  volonté  U  position  d'une  lij 
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gëomëtrie  analytique  »  devoir  être  strictement 
inévitables;  puisque  les  idées  de  position  étant» 
comme  nous  lavons  vu  ^  les  seules  idées  géomé-> 
triques  immédiatement  réductibles  à  des  consi- 
dérations numériques  I  et  les  notions  de  forme 
ne  pouvant  y  être  ramenées  qu'en  voyant  en  elles 
des  rapports  de  situation ,  il  est  impossible  que 
l'analyse  ne  confonde  point  d  abord  les  phéno- 
mènes de  forme  avec  de  simples  phénomènes  de  ' 
position ,  les  seuls  que  les  équations  expriment 
directement. 

Pour  compléter  Feiplication  philosophique  de 
la  conception  fondamentale  qui  sert  de  base  à  la 
géométrie  analytique^  je  crois  devoir  indiquer 
ici  une  nouvelle  considération  générale,  qui  me 
semble  particulièrement  propre  à  mettre  dans 
tout  son  jour  cette  représentation  nécessaire  des 
lignes  par  des  équations  à  deux  variables.  Elle 
consiste  en  ce  que  non-seulement,  ainsi  que  nous 
1  avons  établi  y  toute  ligne  définie  doit  nécessaire- 
ment donner  lieu  à  une  certaine  équation  entre 
les  deux  coordonnées  de  Tun  quelconque  de  ses 
points;  mais,  de  plus,  toute  définition  de  ligne 
peut  être  envisagée  comme  étint  déjà  elle-même 
une  équation  de  cette  ligne  dans  un  système  de 
coordonnées  convenable. 

U  est  aisé  d  établir  ce  principe  ,  en  faisant  d'a- 
bord une  distinction  logique  préliminaire  relati- 
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vemciitaux  diverse»  sortes  de  définition.  1^  c 
diliou  rl^ourciueuiciit  indispensable  de  loi 
définition ,  c'est  de  dislinguvr  l'objet 
d'avL-c  lottt  autre ,  en  aMignaul  une  pro|>rtél^ 
qui  lui  iippartienuc  excIosivemeDl.  Maù  ce 
bui  |ioul  être  atteint,  en  gdnénd  ,  dedeux  ma.- 
tiièrcN  trcv-difTërcnles  :  ou  par  une  définii 
simplement  caractérùtiifiie ,  c'esi-à-dirc 
quant  tuic  propriiilé  ijui ,  quoique  vraiment  ex- 
clusive, uc  fait  pa»  connaître  la  f;éuénitioil  de 
l'objet;  ou  par  une  détmîtioii  réellement  expli- 
culi'vc  ,  <:'ust-ft-dire ,  caiacttJrisanl  l'objet  par  une 
propriété  qui  esprinu;  un  de  ses  modes  dégénéra- 
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s'appliquer  l'observation  générale  annoncée  ci- 
dessus  ,  qui  i*eprésente  toute  définition  de  ligne 
comme  étant  nécessairement  une  équation  de  cette 
ligne  dans  un  certain  système  de  coordonnées. 
On  ne  peut  l'entendre  que  des  définitions  vrai- 
ment explicatives.  Alais  j  en  ne  considérant  que 
celle-ci  j  le  principe  est  aisé  à  constater.  EncfTct, 
il  est  évidemment  impossible  de  définir  la  généra- 
lion  d'uncligne,  sans  spécifier  une  certaine  relation 
entre  les  deux  mouvemens  simples ,  de  translation 
ou  de  rotation,  dans  lesquels  se  décomposera  à  cha- 
que instant  le  mouvement  du  point  qui  la  décrit. 
Or,  en  se  formant  la  notion  la  plus  générale  do  ce 
que  c'est  qu'un  sjsteme  de  coordonnées^  et  ad- 
mettant tous  les  systèmes  possibles ,  il  Ci»t  clair 
qu  une  telle  relation  ne  sera  autre  chose  que  l'c^ 
qualion  de  la  ligue  proposée,  dans  mi  système  de 
coordonnées  d'une  nature  correspondante  à  celle 
du  mode  de  génération  considéré.  Ainsi ,  par 
exemple ,  la  définition  vulgaire  du  cercle  peut 
évidemment  être  envisagée  comme  étant  immé- 
diatement Véquation  polaire  de  celte  courbe ,  en 
pi*enant  pour  pôle  le  centre  du  cercle  ;  de  même, 
la  définition  élémentaire  de  rdlipsc  ou  de  l'hy- 
perbole ,  conmie  étajit  la  courbe  engendrée  par 
un  point  qui  se  meut  de  telle  manière  que  la 
somme  ou  la  différence  de  ses  distances  à  deux 
points  fixes  demeure   constante ,   donne  sur-le- 
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rliamp  ,  pour  l'une  ou  l'autre  courbe  ,  l'équatiou 
y-\'X=^c,  en  preuant  pour  système  de  coordonï 
iK-cs  relui  dans  lequel  on  déterminerait  la  posi- 
tion d'un  poiut  par  ses  distances  à  deux  point» 
iîxcs,  et  choisissant  pour  ces  pôles  les  deux  foyers 
(luniiés  ;  i)arci)lenient  encore,  la  définition  ordj- 
i)air<;  de  la  cvcloïde  quelconque  fournirait  di- 
lool'-moiil,  pour  cette  courbe ,  l'cquation  ■y^mx, 
'■u.nlopiaiii  comme  coordonnées  de  chaque poîni 
l'an;  [ilus  ou  moins  grand  qu'il  marque  sur  dd 
cerrt(?  de  rayon  invariable  à  partir  du  point  de 
<?oiita('tde  ce  cercle  avec  une  droite  (îxc,  et  la  dis* 
lance  recliliguo  de  ce  point  de  contact  à  unccei^ 
■  cette  ilroitt'.  On  ueut  fan 
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qu'on  rencontre  dans  rétablissement  effectif  de 
ces  équations^  et ,  par  conséquent ,  en  fournissant 
une  indication  intéressante  relativement  à  la  mar- 
che à  suivre  dans  les  recherches  de  ce  genre ,  ■ 
qui ,  par  leur  nature ,  ne  sauraient  comporter  des 
régies  complètes  et  invariables.  En  effet ,  si  une 
définition  quelconque  de  ligne ,  du  moins  parmi 
celles  qui  indiquent  un  mode  de  génération, 
fournit  directement  l'équation  de  cette  ligne  dans 
un  certain  système  de  coordonnées ,   ou  pour 
mieux  dire  constitue  par  elle-même  cette  équa- 
tion ,  il  s'ensuit  que  la  difficulté  qu'on  éprouve 
souvent  à  découvrir  l'équation  d  une  courbe,  d'a- 
près telle  ou  telle  de  ses  propriétés  caractéristi- 
ques ,  difficulté  qui  quelquefois  est  très-grande  , 
ne  doit  provenir  essentiellement  que  de  la  condi- 
tion   qu'on    s'impose  ordinairement  d'exprimer 
analytiquemcnt  cette  courbe  à  l'aide  d*un  système 
de  coordonnées  désigné ,  au  lieu  d'admettre  in- 
différemment tous  les  systèmes  possibles.  Ces 
divers  systèmes  ne  peuvent  pas  être  regardés ,  en 
géométrie  analytique ,  comme  étant  tous  paie- 
ment convenables  ;  pour  différens  motifs  y  dont 
les  plus  im{)ortans  vont  être  discutés  ci-dessous  , 
les  géomètres  croient   devoir  presque   toujours 
rapporter ,  autant  que  possible  y  les  courbes  à  des 
coordonnées  rcctiligaes  proprement  dites.  Or,  on 
conçoit  y  d'après  ce  qui  précède ,  que  souvent  ces 
TOME  I.  3o 
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o«onloiiii(k«  uniques  ne  fieront  pas  ndl<v  rc4.ilî- 
vt'nitiit  auxquelles  l'cquation  de  la  courbe  se 
trouvei'ait  immédiRtemcnt  ctalilic  p.-ir  la  ttéfinilûin 
|M-npo.se(^  La  princijrale  difticuUi!  que  prcseDU>  h 
t'onnalion  île  t'équatîon  d'une  ligue  coiuiîsle  donc 
réfllcflicnt,  eu  général,  dans  une  oei-lAÏne  Iniiis- 
t'orniiitiuii  decooi-donnéejt.  Sans  doute,  ceUe  con- 
sidéi'atioii  n'nsaujrtit  point  l'euMissement  de  ca 
équations  h  une  véritable  méthode  générale  cooi- 
plt^tc  ,  duul  le  succès  soit  toujours  assuré  nccev 
sairenicrjt ,  ce  qui ,  par  In  ualure  même  du  sujet, 
est  évidemment  chimérique  ;  mais  une  telle  vue 
peut  nous  éclairer  utilement  h  cet  t^rd  sur  _1a 
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grand  nombre  de  phénomènes  géométriques  dif- 
fërens. 

Pour  compléter  l'exposition  philosophique  de 
la  conception  qui  sert  de  base  à  la  géométrie  ana- 
lytique ,  il  me  reste  à  indiquer  les  considérations 
relatives  au  choix  du  système  de  coordonnées  qui 
esty  en  général^  le  pi  us  convenable^  ce  qui  fourni- 
ra l'explication  rationnelle  de  la  préférence  unani- 
mement accordée  au  système  rectiligneordinaire, 
préférence  qui  a  été  plutôt  jusqu'ici  l'effet  d'un 
sentiment  empirique  de  la  supériorité  de  ce  sys~ 
tème  y  que  le  résultat  exact  dWe  analyse  directe 
et  approfondie. 

Afin  de  décider  nettement  entre  tous  les  divers 
systèmes  de  coordonnées  ,  il  est  indispensable  de 
distinguer  avec  soin  les  deux  points  de  vue  géné- 
raux ^  inverses  lun  de  l'autre ,  propres  à  la  géo- 
métrie analytique,  savoir  :  la  relation  de  l'algèbre 
h  la  géométrie ,  fondée  sur  la  représentation  des 
lignes  par  les  équations;  et  réciproquement  la  re- 
lation de  la  géométrie  h  Talgèbre  fondée  sur  la 
peinture  des  équations  par  les  lignes. 

Il  est  évident  que  ^  dans  toute  recherche  quel- 
conque de  géométrie  générale ,  ces  deux  points 
ùe  vue  fondamentaux  se  trouvent  nécessairement 
combinés  sans  cesse  >  puisqu'il  s'agit  toujours  de 
passer  alternativement  ^  et  à  des  intervalles  pour 
ainsi  dire  insensible  ,  des  considérations  géomé 

3o. 
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triques  aus  consiiltfratîoiis  analytiques,  et  des oou- 
sidératiiiiis  analytiques  aux  considcralioo»  géomé- 
triques. Mai»  hnéixs»ilé  de Icss^parer  ici  momen- 
tanëineni  n'en  est  pan  moins  réelle  ;  car  la  répoiue 
?i  la  question  de  méthode  que  nous  examinons  est , 
en  eflet.  comme  nous  allons  le  voir  ,  fort  loin  de 
[louvoir  être  la  même  sous  l'iui  cl  sous  l'autre  de 
ccsdcuxrapport8,cnsorte  que  sans  cette  distinction 
on  ne  saurait  s'en  former  aucune  idrâ  nette» 

Sous  le  premiei-  point  de  vue  .  rigoui-taisoincat 
isole,  le  seul  motii'  qui  puisse  faire  préférer  un 
système  de  coordonnées  à  un  autre ,  ne  peut  6ue 
que  la  plus  grande  simplicité  do  l'éqoation  de 
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ment  pas  un  seul  qui  ^  dans  certains  cas  particu- 
liers ,  ne  doive  à  cet  ^rd  lui  être  préféré ,  aussi 
bien  qu'à  tout  autre  système. 

Il  n'en  est^  au  contraire ,  nullement  de  même 
sous  le  second  point  de  vue.  On  pcut>  en  effet , 
facilement  établir,  en  thèse  générale ,  que  le  sys- 
tème rectiligne  ordinaire  doit  s'adapter  nécessai- 
rement mieux  que  tout  autre  à  la  peinture  des 
équations  par  les  lieux  géométriques  correspon- 
dans  y  c'est-à-dire  que  cette  peinture  y  est  con- 
stamment plus  simple  et  plus  fidèle. 

Considérons ,  pour  cela,  que,  tout  système  de 
coordonnées  consistant  à  déterminer  un  point  par 
l'intersection  de  deux  lignes  y  le  système  propre 
à  fournir  les  lieux  géométriques  les  plus  conve- 
nables doit  être  celui  dans  lequel  ces  deux  lignes 
sont  les  plus  simples  possibles,  ce  qui  restreint 
d'abord  le  choix  à  ne  pouvoir  porter  que  sur  des 
systèmes  rectilignes.  A  la  vérité,  il  y  a  évidem- 
ment une  infinité  de  systèmes  qui  méritent  ce 
nom ,  c'est-à-dire  qui  n'emploient  que  des  lignes 
droites  pour  déterminer  les  points  j  outre  le  sys- 
tème ordinaire  qui  assigne  pour  coordonnées  les 
distances  à  deux  droites  fixes;  tel  serait ,  par  exem- 
ple, celui  dans  lequel  les  coordonnées  de  chaque 
point  se  trouveraient  être  les  deux  angles  que 
font  les  droites  qui  aboutissent  de  ce  point  à 
deux  points  fixes  avec  la  droite  de  jonction  de 
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CCS  derniers;  en  sorte  que  celte  première  coimÎ-^ 
dcratioii  n'est  pas  rigoureusement  sunuaotc  pour 
expliquer  la  prcfércuce  accordée  uuauiinetncol 
au  système  ordinaire.  Mais,  en  cuminaut  d'une 
manière  plus  approfondie  la  luturc  de  tout  nj»- 
tème  de  cordooncefl,  nous  avons  reconnu,  en 
outre ,  que  chacune  dc«  deux  lignes  doui  ta  ren- 
contre détermine  le  point  oonudérét  doit  néce»- 
sairemciit  oITrir  à  chaque  instant,  parmi  ks di- 
verses conditions  quelconques  de  dctcrminatioa  > 
une  seule  condition  variable,  qui  donne  lieu  i 
l'ordonnée  correspondante,  et  toutes  le»  auliei 
fixes,  qui  constituent  les  nxM  du  systènie,  en 
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lerminerdeux  droites  niobilesyla  plus ai^Cik sui- 
vre géomëlriquemeut  est  certainement  celle  dans 
laquelle ,  la  direction  de  chaque  droite  restant  in- 
variable^ elle  ne  fait  que  se  rapprocher  ou  s'é* 
loigner  plus  ou  moins  d'un  axe  constanU  II  se- 
rait j  par  exemple ,  évidemment  plus  difficile  de 
se  figurer  nettement  le  déplacement  d'un  point 
produit  par  l'intersection  de  deux  droites  y  qui 
tourneraient  chacune  autour  d'un  point  fixe  en 
fesant  avec  un  certain  axe  un  angle  plus  ou  moins 
grand  f  comme  dans  le  système  de  coordonnées 
précédemment  indiqué.  Telle  est  la  véritable  ex- 
plication générale  de  la  propriété  fondamentale 
que  présente,  par  sa  nature,  le  système  rectiligne 
ordinaire,  d'être  plus  apte  qu'aucun  autre  à  la 
représentation  géométrique  des  équations^  comme 
étant  celui  dans  lequel  il  est  le  plus  aisé  de  con- 
cevoir le  déplacement  d'un  point  en  résultat  du 
changement  de  valeur  de  ses  coordonnées.  Pour 
sentir  nettement  toulc  la  force  de  cette  considé* 
ration,  il  suffirait  y  par  exemple,  de  comparer 
soigneusement  ce  système  avec  le  système  polaire, 
dans  lequel  cette  image  géométrique  si  simple  et 
si  aisée  à  suivre  y  de  deux  droites  se  mouvant  cha- 
cune parallèlement  à  l'axe  correspondant  ^  se 
trouve  remplacée  par  le  tableau  compliqué  d'une 
série  infinie  de  cercles  concentriques  coupés  par 
une  droite  assujétie  à  tourner  autour  d'un  point 
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lixc.  Il  vsl  d'ailleurH  facile  de  concevoir  à  pnori 
quelle  duit  élre,  pour  la  géomêlric  analytique, 
Icxtrdmc  importance  d'uuc  propriété  aussi  pro- 
foiidémeni  élémentaire,  qui,  par  celte  raiton, 
doil  st;  reproduirfl  à  chaque  instant  et  prendre 
une  valeur  progrewivcmcut  croîaaaule  dans  tous 
les  travaux  quelconques  de  cette  naiurefi). 

En  précisant  davantage  la  considératioa  qui 
dcnionire  la  supériorittS  du  système  de  coordon- 
nées ordinaire  sur  tout  autre  quant  à  la  pointuri; 
des  équatioos,  on  peut  même  se  rendre  compte 
de  l'ulililc  que  présente  sous  ce  rapport  l'usage 
habituel  de  prendre  autant  que  possihie  les  deux 
axes  perpendiculaires  entre  eux  plutôt  qii'mBft^ 
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occasions  9  toute  autre  inclinaison  des  axes  peut 
mériter  h  Qet  ^rd  la  préférence.  Maîs^  sous  le 
point  de  vue  inverse ,  il  est  aisé  de  voir  que  des 
axes  rectangulaires  permettent  constamment  de 
peindre  les  équations  d  une  manière  plus  simple 
et  même  plus  fidèle.  Car,  avec  des  axes  obliques, 
l'espace  se  trouvant  partagé  par  eux  en  régions 
dont  l'identité  n'est  plus  parfaite,  il  en  résulte 
que  y  si  le  lieu  géométrique  de  l'équation  s'étend 
à  Ja  fois  dans  toutes  ces  riions,  il  y  présentera  , 
à  raison  de  la  seule  in<^lité  des  angles,  des  dif- 
férences de  figure  qui ,  ne  correspondant  à'  au- 
cune diversité  analytique  y  altéreront  nécessaire- 
ment l'exactitude  rigoureuse  du  tableau,  en  se 
mêlant  aux  résultats  propres  des  comparaisons 
algébriques*  Par  exemple,  une  équation  comme 
X  ™  -+-j^  ra  =  c  ,  qui,  par  sa  symétrie  parfaite  , 
devrait  donner  évidemment  une  courbe  composée 
de  quatre  quarts  identiques,  sera  représentée, 
au  contraire ,  en  prenant  des  axes  non«^rectangu- 
laires ,  par  un  lieu  géométrique  dont  les  quatre 
parties  seront  inégales.  On  voit  que  le  seul  moyen 
d'éviter  toute  discouvenance  de  ce  genre  est  de 
supposer  droit  l'angle  des  deux  axes. 

La  discussion  précédente  établit  clairement 
que ,  si ,  sous  l'un  des  deux  points  de  vue  fonda- 
mentaux continuellement  combinés  en  géométrie 
analytique ,  le  système  des  coordonnées  rectili- 
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goes  proprement  dît  n'a  aucune  supériorité  cuiu- 
lantc  sur  tout  autre;  comme  il  n'est  pas  non  plu/i 
àcel^im)  constiniinen l  inlériciir,  Ha  pluh  ^randt^ 
■iptituile  iiéceuaire  et  absolu*?  h  h  (teinture  drs 
équatioiis  doit  lui  faire  géntSraleniBnt  accorder 
la  préférence,  quoiqu'il  puisse  évidemment  ar- 
river, dans  quelques  cas  particuliers ,  qu«  le  be- 
soin de  simplifier  les  équations  el  de  les  obtenir 
plus  aisément  détermine  Ins  gëoniélrcs  k  adopter 
un  système  moins  parfait. C'est,  en  eSel ,  d'âpre 
le  sjsl^fiic  rectiliguc,  que  sont  ordinairenteat 
coostruili-s  les  théories  les  plus  essentielles  di- 
géométrie  générale,  destinées  ù  esprimerïtualyti- 
quemcnt  l<»  phénomènes  géoinclriques  les  phtfi^  i 


MATHEMATIQUBS.  4^5 

Afin  de  simplifier  l'exposition,  nous  n'avons 
{usqo'ici  considère  la  conception  fondamentale  de 
la  géométrie  analytique  que  relativement  aux 
seules  courbes  planes ,  dont  1  étude  générale  avait 
été  l'objet  unique  de  la  grande  rénovation  philo- 
sophique opérée  par  Descartes.  11  s'agit  mainte* 
naniy  pour  compléter  cette  importante  explica- 
tion ,  de  montrer  sonunairement  de  quelle  manière 
celle  pensée  élémentaire  a  été  étendue ,  environ 
un  siècle  après,  par  notre  illustre  Glairaut ,  à  l'é- 
tude  générale  des  surfaces  et  des  courbes  à  don* 
lie  courbui*e.  Les  considérations  indiquées  ci- 
dessus  me  permettront  de  me  borner  à  ce  sujet  à 
l'examen  rapide  de  ce  qui  est  strictement  propre 
à  ce  nouveau  cas* 

L'entière  détermination  analytique  d'un  point 
dans  l'espace  exige  évidemment  qu'on  assigne  les 
valeurs  de  trois  coordonnées;  par  exemple,  d'a- 
près le  système  le  plus  fréquemment  adopté  et 
qui  correspond  au  système  rectiligne  de  la  géo- 
métrie plane,  des  distances  de  ce  point  à  trois 
plans  fixes,  ordinairement  perpendiculaires  entre 
euXf  ce  qui  présente  le  point  comme  l'intersec- 
tion de  trois  plans  dont  la  direction  est  invariable. 
On  pourrait  paiement  employer  les  dislances  du 
point  mobile  à  trois  points  fiies ,  ce  qui  le  dé- 
terminerait par  la  rencontre  de  trois  sphères  à 
centre  constant.  De  mémo,  la  position  d'un  point 
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licrnii  ileliuic  eu  iloonaut  m  dîstAOGO  plus  i 
moins  grande  à  uu  point  lise ,  et  U  direction  de 
celte  distuace,  au  aïoycn  des  deux  angles  que 
fait  cette  droite  avec,  deux  axes  iuvari»bles  ;  c'est 
le  svstènie  polaire  propre  à  la  ;(éoinélrie  à  trois 
dimcmions;  le  poiat  est  alors  coustruit  par  Yia- 
tcrs«'ctioii  d'uoe  sjihérc  à  centre  coustaut  avec 
deux  cônes  droits  à  liase  circulaire  dont  les  axe» 
et  le  sommet  cotnniun  ne  changeât  pas.  I^u  tm 
mol,  il  y  .1  évidemment,  dans  ce  cas,  an  moins 
la  même  variété  iuliuic  entre  les  divers  systèoMij 
possibles  de  coordonnées  que  nous  avons  déji  ob- 
servée pour  la  géométrie  ^  deux  dimensions.  Eu 
général ,  il  faut  concevoir  un  point  comme  MK# 
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j  alors  deux  coordonnées  suffisent  évidem- 
it  pour  dctcrnuner  à  chaque  instant  sa  situa- 
I ,  puisque  la  surface  proposée  tiendra  lieu  de 
jndittoh  imposée  par  la  troisième  coordonnée, 
doit  donc  concevoir  nécessairement  dans  ce 
p  sons  le  point  de  vue  analytique  y  cette  der- 
!e  coordonnée  comme  une  fonction  détermi- 

des  deux  autres ,  celles-ci  demeurant  entre 
s  complètement  indépendantes.  Ainsi,  il  y 
I  entre  les  trois  coordonnées  variables  une  cer- 
le  équation  permanente,   et  qui  sera  unique 

de  correspondre  au  degré  précis  d'indétermi- 
ion  de  la  position  du  point.  Cette  équation , 
s  ou  moins  facile  à  découvrir  y  mai$  toujours 
sible^  sera  la  définition  analytique  de  la  surface 
posée  y  puisqu'elle  devra  se  vérifier  pour  tous 
points  de  cette  surface ,  et  seulement  pour 
..  Si  la  surface  vient  à  éprouver  un  change- 
it  quelconque,  même  un  simple  déplacement, 
[uation  devra  subir  une  modification  corres- 
idante  plus  ou  moins  profonde.  En  un  mot , 
s  les  phénomènes  géométriques  quelconques 
itifs  aux  surfaces  seront  suceptibles  d'être 
duits  par  certaines  conditions  analytiques 
jivalentcs  propres  aux  équations  à  trois  va- 
l)les  ,  et  c'est  dans  rétablissement  et  Hnter- 
3tation  de  cette  harmonie  générale  et  néces- 
rc   que  consistera  essentiellement  la  science 
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(le  la  gfiométric  analytique  à  trois  ditncutoiu. 
Consiilcmiit  ensuite  celte  coaceptioii  fond)- 
iiientale  sous  le  |xiint  de  viie  inverse  ,  or  vdiI 
de  la  même  mauièrc  ([oe  toute  équation  à  trois 
variaiiles  peut  être  ,  en  général ,  représentée  géo- 
métriquement par  une  surface  dctermÎDée,  primi- 
tivCRtent  détînie  d'après  la  propriété  lrê»-cane- 
téristiquc,  que  les  coordonnées  de  tous  ses  point* 
conservent  toujours  entre  cll(.>s  la  lelation  éaMi- 
eée  dans  cette  équation.  Ce  lieu  géoutélni]H 
changera  évidemment,  pour  la  même  équatioa  . 
suivant  )e  système  de  coordoimées  qui  servirai  la 
construction  de  ce  tableau.  En  adoptant .  pu 
exemnlclo  système  rectiliunc.  il  est  cJairouodatis 
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Telle  est  la  conception  ëlëmentaire ,  complé- 
ment de  ridëe*mère  de  Descartes ,  sur  laquelle 
est  fondée  la  géométrie  générale  relativement  aux 
surfaces.  Il  serait  inutile  de  reprendre  directement 
ici  les  autres  considérations  indiquées  ci-dessus  pai- 
rapport  aux  lignes  y  et  que  chacun  peut  aisément 
étendre  aux  surfaces,  soit  pour  montrerque  toute 
délinitîon  d'une  surface  par  un  mode  quelconque 
de  génération  est  réellement  une  équation  directe 
de  cette  surface  dans  un  certain  système  de  coor- 
données y  soit  pour  déterminer  entre  tous  les  di- 
vers systèmes  de  coordonnées  possibles  quel  est 
généralement  le  plus  convenable.  J'ajouterai  seu- 
lement ,  sous  ce  dernier  rapport ,  que  la  supério- 
rité nécessaire  du  système  rectiligne  ordinaire, 
quanta  la  peinture  des  équations,  est  évidemment 
encore  plus  prononcée  dans  la  géométrie  analy- 
tique à  trois  dimensions  que  dans  celle  à  deux  ,  à 
cause  de  la  complication  géométrique  incompa- 
rablement plus  grande  qui  résulterait  alors  du 
choix  de  tout  autre  système  ^  ainsi  qu'on  peut  le 
vérifier  de  la  manière  la  plus  sensible  en  considé- 
rant y  par  opposition ,  le  système  polaire  en  parti- 
culier, qui  est,  pour  les  surfaces  comme  poui* 
les  courbes,  et  en  vertu  des  mêmes  motifs,  le  pi  us 
usité  après  le  système  rectiligne  proprement  dit. 

Afin  de  compléter  l'exposition  générale  de  la 
conception  fondamentale  relative  à  l'étude  analy- 
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tique  (ica  surfaccit,  nous  aurons  encore  à  eu- 
iiiiriL'r  pliiloMipbiqiiemeiit,  daiu  la  quatorzième 
Ifît-on,  un  dentier  pertëctioimeaK^ul  de  la  plas 
haute  importance,  '|U«  Monp;c  a  récemmcQl  ia~ 
troduit  diiijs  les  élèuiens  menu»  de;  ocUe  théo- 
tic,  jHiur  la  classîncalion  des  surfacvscn  famillei 
iiaUircllfs,  établies  d'après  le  aiodede{>ën(!TaLîon, 
et  ex|>i'ii)iécs  algébriquement  par  des  èqualiotis 
diffcrenttrlles  communes,  ou  par  de»  équalioDS 
linics  rontcnanl  des  ronclions  arbitraires. 

CciiiMil^rona  maiutenanl  le  dernier  point  <lc 
vue  cicmcntaire  de  In  géométrie  analytique  à  trois 
dimensions,  celui  qui  se  rapporte  h  la  représeo* 
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toute  ligne,  considérée  dans  l'espace  ,  est  doue 
reprëseotée  anaiy tiquement ,  non  plus  par  une 
seule  équation ,  mais  par  le  système  de  deux  avia- 
tions entre  les  trois  coordonnées  ds  l'un  quel- 
conque de  ses  points.  Il  est  clair,  en  effet,  d'un 
outre  côté,  que  chacune  de  ces  équations,  envi- 
sagée séparément,  exprimant  une  certaine  sur- 
face, leur  ensemble  présente  la  ligne  proposée 
<:oninie  l'intersection  de  deux  surfaces  délermi- 
Kiées.  Telle  est  la  manière  la  plus  générale  de 
'«concevoir  la  représentation  algébrique  d'une  ligne 
<^ns  la  géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 
f^tte  conceptionest  ordinairement  envisagée  d'une 
vaoaniôre  trop  étroite ,  lorsqu'on  se  borne  à  con- 
sidérer une  ligne  comme  déterminée  par  le  sys- 
tème de  ses  deux  projections  sur  deux  des  plans 
«coordonnés  ^  système  caractérisé  nnalytiquement 
2>ar  cette  particularité  que  chacune  des  deux 
équations  de  la  ligne  ne  contient  alors  que  deux 
clés  trois  coordonnées ,  au  lieu  de  renfermer  si- 
niultanément  les  trois  variables.  Cette  considéra- 
tion ,  qui  consiste  àregarderla  ligne  coramel'in- 
tersection  de  deux  surfaces  cylindriques  parallèles 
^  deux  des  trois  axes  des  coordonnées  ,  outre 
l'incooTénient  d'être  bornée  au  système  rectiligne 
«ordinaire,  a  le  défaut,  lorsqu'on  croit  devoii'  s'y 
i-aéduire  strictement ,  d'introduire  des  difficultés 
îiiutiles  dans  la    représentation  analytique  des 
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lignes  ,  puisque  In  comliinaitt'ui  tic  ce»  deiix  cj- 
lindres  ne  aurait  èli-c  cTidtirameot  toujolir»  la 
plus  coiiveuable  pour  former  Ip»  éipations  d'une 
ligue-  Ainsi ,  envitageuiit  cette  notion  fondamen- 
tale dans  son  eatiâre  géii^ralitë  ,  il  faudra ,  dam 
chaque  cas,  psrini  l'infiniléde  roujtlcK  desurb* 
ces  dont  l'intersection  pourrait  produira  la  courbe 
proposée ,  choisir  celui  qui  se  prêtera  le  tnieui  J 
l'ëtabJ  Issemen  t  des  ëcpiations,  comme  se  compo- 
sant des  surfaces  les  plus  connues.  Par  exemple, 
s'ayit-il  d'exprimer  aiialyti()ucment  un  corde 
dans  l'espace ,  il  sera  évidemment  préféraLle  (k 
le  considérer  commo  l'inlersection  d'une  .«pbcrf 
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ceptible.  Mais  il  existe  un  procédé  général  fort 
simple  pour  faire  disparaître  cet  inconyénient . 
86  prWer  des  facilités  qui  résultent  de  cette  yariété 
de  constructions  géométriques.  U  suffit,  en  effet, 
quel  quesoi  t  le  système  anal  yt ique  établ  i  pr  i  miti ve- 
ment  pour  une  cer I  aine  1  igné,  de  pouvoir  en  dëdui* 
rele  système  correspondant  à  un  couple  unique  de 
surfaces  uniformément  engendrées,  par  exemple^ 
à  celui  des  deux  surfaces  cylindriques  tfi\  projet- 
tent la  ligne  proposée  sur  deux  des  plans  coordon- 
nés, surfaces  qui  évidemment  seront  toujours  iden* 
tiques  de  quelque  manière  que  la  ligne  ait  été  ob- 
tenue, et  ne  varieront  que  lorsque  cette  ligne  elle- 
méme  changera»  Or ,  en  choisissant  ce  système 
fixe,  qui  est  effectivement  le  plus  simple,  on  pour- 
ra généralement  déduire  des  équations  primitives 
«dies  qui  leur  correspondent  dans  cette  construc- 
tion spéciale ,  en  les  transformant ,  par  deux  éli* 
mnations  successives,  en  deux  équations  ne  con- 
letunt  chacune  que  deux  des  coordonnées  varia- 
bles ,  et  qui  conviendront  par  cela  seul  aux  deux 
surfaces  de  projection.  Telle  est  réellement  la 
principale  destination  de  cette  sorte  de  combinai- 
son géométrique ,  qui  nous  offre  ainsi  un  moyen 
invariable  et  certain  de  reconnaître  l'identité  des 
lignes  malgré  la  diversité  quelquefois  trbs-grande 
^  leurs  équations. 

Après  avoir  considéré  dans  son  ensemble  la 
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conccplioii  l'oudaiocntale  de  la  ^^omclrîe  analj' 
Lîquc  sous  les  principaux  aspects  élémciiUim 
qu'elle  peut  présenter,  îl  couvieiit,  pour  complé- 
ter ,  sous  le  rapport  pLiloâopliique  ,  une  telle  es-  • 
ciuissc  ,  de  signaler  ici  las  imperfections  gén^l» 
que  présente  encore  celte:  CDnc:epliou ,  soJt  relati- 
vement à  la  géométrie»  &oit  relalivemeDl  à  l'a- 
nalyse. 

Relaliveraentà  lagéoniélrie,  il  faut  remarquer 
que  les  équations  ne  sont  propres  jusqu'ici  qua 
représenter  îles  lieux  géotuétriques  entiers ,  ul 
nullement  des  portions  détertniuécs  de  cuslietu 
gëométi'i([ues.  11  sei-ait  cependant  iiécrssairc,  àaiu 
plusieurs  circonstauca'* ,  de  pouvoir  cxprinicr  am- 
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mentale  d<e  Descaries.  Mais  cette  manière  de  re- 
présenter des  formes  hétérogènes  ou  partielles  y 
étant  fondée  sur  l'emploi  de  séries  tr^gonométri- 
ques  procédant  selon  les  sinus  d  une  suite  infinie 
d'arcs  multiples,  ou  sur  l'usage  de  certaines  inté- 
grales définies  équivalentes  à  ces  séries  et  dont  l'in- 
t^rale  générale  est  ignorée»  présente  encore  trop 
de  complication  pour  pouvoir  être  immédiate- 
ment introduite  dans  le  système  propre  delagéo* 
métrie  analytique. 

Relativement  à  l'analyse ,  il  faut  commaicer 
|)ar  reconnaître  que  l'impossibilité  où  noussonunes 
de  concevoir  géométriquement  pour  des  équa- 
tions contenant  quatre  >  cinq  variables  ou  un  plus 
grand  nombre  ,  une  représentation  analogue  à 
celles  que  comportent  toutes  les  équations  à  deux 
ou  à  trois  variables ,  ne  doit  pas  être  envisagée 
comme  uneimperl'ection  de  notre  système  de  géo- 
métrie analytique  ,  car  elle  tient  évidemment  à 
la  nature  même  du  sujet.  L'analyse  étant  nécessai- 
rement plus  générale  que  la  géométrie  »  puis- 
quelle  est  relative  à  tous  les  phénomènes  possibles, 
il  serait  peu  philosophique  de  vouloir  constam- 
ment trouver  parmi  les  seuls  phénomènes  géomé- 
triques une  représentation  conci*ète  de  toutes  les 
lois  que  l'analyse  peut  exprimer.  Mais  il  existe  une 
autre  imperfection  de  moindre  importance  qu  on 
doit  réellement  envisager  comme  provenant  de  la 
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cette  science  consiste  esscntiellemcnl  à  ilctcrmi- 
ner  quelle  est ,  en  général ,  t'expression  analyti- 
que de  tel  ou  tel  phénomène  géométrique  propre 
aux  lignes  ou  aux  surfaces,  et  réciproquement  ik 
découvrir  l'interprétation  géométrique  de  telle  ou 
telle  considéra li ou  analytique.  Nous  avons  maÎD- 
tenant  à  examiner,  en  nous  bornant  aux  question 
généiales  les  plus  importantes  ,  comment  les  géo- 
mètres sont  pai'venusà  établir  effectivement  cette 
belle  barmonic,  et  à  imprimer  ainsi  à  la  science 
géométrique  ,  envisagée  ^ans  son  ensemble  toul, 
le  caiactère  parfait  de  rationalité  et  de  simplicité 
ip'elle  présente  aujourd'hui  si  éminemment.  Tri 
sera  l'obict  essentiel  des  deux  leçons  suiv.niiles, 
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5ojUtAiltI.  De  b  géoiDctrie  générale  àdctiidimeiiitoi». 

D'après  la  marche  habiiuellemcnl  adoptée  jus- 
iiu.*ici  pour  l'exposition  de  la  science  géométri- 
({^>i«,   la  destination  vraiment   essentielle  de   la 
géomëtrie  analy  tique  n'est  encore  sentie  que  d'une 
manière  fort  imparfaite,  qui  ne  correspond  nul- 
lement à  l'opinion  que  s'en  forment  les  véritables 
géomètres,  depuis  que  Textension  des  conceptions 
analytiques  ù  la  mécanique  rationuellc  a  permis 
■ic  s'élever  ù  (juelques  idées  générales  sur  la  phi- 
losophie mathématique.    La    révolution    fonda- 
mentale opérée  par  la  grande  pensée  de  Descartes 
1  ^t  point  encore  d  ignemeot  appréciée  dans  notre 
Mutation  mathématique  ,  même  la  plus  haute. 
A  la  manière  dont  elle  est  ordinairemeot  présen- 
twetsurtout  employée ,  cette  admirable  méthode 
"6  semblerait  d'abord  avoir  d'autre  but  réel  que 
<lc  simplifier  l'étude  dos  sections  coniques,  ou 
TOME   1.  53 
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(le  quelques  auli-fs  courbes,  considërëi's  luiijoiu'* 
iiiit>  i\  une  suivant  l'cspril  tic  la  gëométrw  andeii- 
ne  ,  w  «lui  serait  sans  doute  <lc  fort  peu  d'împm^ 
(.inoe.  On  n'a  point  t-noorc  convenablement  ttxù 
qiiL'  lo  vi'rîiable  cat^ctèrediAlinetir  de  noire  géo- 
métrie nioderoe,  ce  qui  (ron.ftitue  son  îoconle»- 
lable  snperioritô,  consiste  à  dludJer,  d'une  ntn- 
nière  eniii^meiil  gén^nle,  les  diverses  questions 
relativrs  à  des  lignes  o»  îk  des  surfaces  qudoon- 
ques .  en  transformant  les  considérations  cl  leire- 
dicrchcsfîe'ooiciritpies  en  considérations  eten  K> 
chflreli('8  aiuJytiquen.  Il  est  lenurquablo  que  dan» 
les  éinhlissemens,  niéaic  les  |>lu&  juvlemontcél^ 
bies,  consacra  à  la  haute  iiutructioD  llulkàluUi- 
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avec  une  netteté  parfaite  l'organisation  générale 
de  la  relation  de  1  abstrait  au  concret  dans  la  théo- 
rie mathématique  d'un  ordre  (quelconque  de  phé- 
nomènes naturels. 

Ces  considérations  indiquent  assez  quelle  peut 
être,  outre  son  extiémc  importance  philosophi- 
que, l'utilité  spéciale  et  directe  de  l'exposition  à 
laquelle  nous  conduit  maintenant  le  plan  de  cet 
ouvrage.  H  s'agit  donc ,  en  partant  de  la  concept 
tion  fondamentale  expliquée  dans  la  leçon  précé- 
dente, relativement  â  la  représentation  analytique 
des  formes  géométricpies ,  d'examiner  comment 
les  géomètres  sont  parvenus  h  réduire  toutes  les 
questions  de  géométrie  générale  à  de  pures  ques- 
tions d'analyse  y  en  déterminant  les  lois  analyti- 
ques de  tous  les  phénomènes  géométriques,  c'est- 
à-dire  les  modifications    algébriques   qui   leur 
correspondent  dans  les  équations  des  lignes  et  des 
sur&ces*  Je  ne  m'occuperai  d'abord  que  des  cour- 
bes y  et  même  des  courbes  planes ,  réservant  pour 
la  leçon  suivante  l'étude  générale  des  surfaces  et 
des  courbes  k  double  courbure.  J/esprit  de  cet 
ouvrage  prescrit  d'ailleurs  de  se  borner  à  l'exa- 
men philosophique  des  questions  générales  les 
plus  importantes,  et  surtout  d'écarter  toute  appli- 
cation à  des  formes  particulières.  Le  but  essen- 
tiel que  nous  devons  avoir  en  vue  ici ,  est  seulement 
de  constater  avec  pi^cision  comment  la  conception 

52. 
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fomlaiiictitalc  de  Dc-scartcs  a  éublî  le  &yst£mv  giv 
iiiiral  du  la  science  gëomélrirjue  sur  des  bases  ra- 
lionnelles  et  définitÎTes.  Toule  autre  éhide  rwi- 
Irerait  dans  un  Iraiië  spécial  de  géoDiétric  ;  mais, 
qiinnl  à  celle-ci ,  clic  est  indispensable  |K>ur  l'ol'- 
jet  que  nous  nous  proposons.  Oti  peut  sans  doule 
concevoir  à  priori,  comme  je  l'ai  indiqué  clansb 
leçon  précédente,  que,  une  fois  le  sujet  desns 
cherclies  géométriques  représenté  analylique- 
menl ,  tous  le*  accidens  ou  phénomènes  quelcon- 
ques dont  il  est  susceptible  doivent  comporlir 
nécessairement  une  inlcrprctation  semblablo. 
Mais  il  est  clair  qu'une  telle  considération  ne 
dispense  nullement ,  mènie  sous  le  simple  ra[^iort 
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développement  la  solution  générale  de  ce  problème 
élémentaire  ;  parce  qu'elle  me  semble  éminem- 
ment apte,  sous  le  rapport  de  la  méthode^  vu  l'ex- 
trême simplicité  des  considérations  analytiques 
correspondantes  ,  à  faire  saisir  le  .véritable  esprit 
dé  la  géométrie  analytique ,  c'est-à-dire  la. corré- 
lation nécessaire  et  continue  entre  le  point  de 
vue  concret  et  le  point  de  vue  abstrait. 

Pour  résoudre  complètement  cette  question, 
il  &ut  distinguer  deux  cas ,  suivant  que  la  courbe 
proposée  est  définie  analytiquement  par  son  équa- 
tion la  plus  générale ,  c'est-à-dire  convenant  à 
toutes  les  positions  de  la  courbe  relativement  aux 
axes ,  ou  par  une  équation  particulière  et  plus 
simple,  qui  n'a  lieu  que  dans  une  certaine  situa- 
tion de  la  courbe  à  T^rd  des  axes. 

Dans  le  premier  cas,    il  est  évident  que   la 
condition ,  de  la  part  de  la  courbe ,  de  devoir  pas- 
ser  par    un    point    donné,    équivaut    analyti- 
c|ucment  à  ce  que  les  constantes  arbitraires  que 
renferme  son  équation  générale  conservent  entre 
elles  la  relation  marquée  par  la  substitution  des 
coordonnées  particulières  de  ce  point  dans  cette 
équation*  Gbaque  point  donné  imposant  ainsi  à 
ces  constantes  une  certaine  condition  algébrique  y 
pour  que  la  courbe  soit  entièrement  déterminée 
il  faudra  dpnc  assigner  un  nombre  de  points. 
^1  au  nombre  des  constantes  arbitraires  coule- 
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équation.  Telle  &A  la  r^lt-  avné- 


Dues  daos 

raie.  U  couvient  CEjNmdanl  d'observer  qu'elle 
pourrait  induire  en  erreur,  el  inr(if{iier  uo  nom- 
bre de  poinl5  trop  considérable  ,  si ,  daus  l'éqtu- 
tion  proposée,  le  nombre  des  termes  distincts  ren- 
femunl  les  coBstantcs  ■rbitrairen  ëlail  moindre 
que  celui  de  eesoonstantes^  auquid  c»s  il  faodraii 
évidemiiieiit  juger  du  nombre  de  pointai  nécessaire 
à  l'entit^re  détermination  de  t«  courbe,  «eulement 
par  celui  de  ces  termes,  ce  qui  signilieraîl  géom^ 
triquement  (juc  les  couUntcs  oonsidérëcs  pour- 
raient alors  éprouver  certain»  chau^cmena  aant 
qu'il  en  résultit  aucun  pour  ta  courbe.  Tel  aerail, 
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à  1  aide  d'une  transformation  invariable  et  fort 
simple  9  faire  rentrer  ce  cas  dans  le  précédent , 
en  généralisant  convenablement  l'équation  pro- 
posée. Il  suffit,  pour  cela,  de  rapporter  la  courbe, 
d'aprésles formules  connues,  à  unnouyeau  système 
d'axes ,  dont  la  situation  par  rapport  aux  premiers 
soit  regardée  comme  indéterminée»  Si  cette  trans- 
formation ne  change  pas  essentiellement  la  com- 
position analytique  de  l'équation  primitive ,  ce 
sera  la  preuve  que  celle^i  était  déjà  suffisam- 
ment générale;  dans  le  cas  contraire,  elle  le  sera 
devenue ,  et  dès  lors  la  question  se  résoudra  fa- 
cilement par  1  application  de  la  règle  précédem- 
ment élabiie.  On  peut  même  observer,  pour  sim- 
plifier encore  davantage  cette  solution,  que  cette 
généralisation  de  l'équation  introduira  toujours, 
quel  le  que  soit  l'équation  primitive,  trois  nouvelles 
constantes  arbitraires,  savoir  les  deux  coordon- 
nées de  la  nouvelle  origine  et  l'inclinaison  Ae» 
nouveaux  axes  sur  les  anciens  ;  en  sorte  que,  sans 
effectuer  le  calcul ,  on  pourra  connaître  le  nom- 
bre des  constantes  arbitraires  qui  entreraient  dans 
Téquation  la  plus  générale^  et  par  suite  en  dé- 
duire directement  le  nombre  de  points  nécessaire 
à  la  détermination  de  la  courbe  proposée ,  toutes 
les  fois  du  moins  qu'on  pourra  être  certain  d'a- 
vance, ce  qui  a  lieu  très-fréquemment,  que  le 
nombre  des  termes  (jui  contiendraient  ces  cou- 
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sLaiilfs  uc  M^rail  pa»  moindre  que  ccluF  des  con-    i 
slanles  cl  les-mâme». 

Afin  de  moittrcr  à  4jiwl  àuffté  de  facilité  peut 
l>ai-v('iiir  la  solution  géuéralc  de  celte  quc»lioti , 
il  importe  (lr>  remartjuer  que,  l'operatiou  aiial^li- 
(jiiti  pres«^-riU!  pour  la  r^udre  sr  rédiiinnt  à  tuii: 
-simple  cinanëralion ,  cette  ënumëration  {teut  éirv 
l'nilo  aviint  même  i|ue  l'cquatiun  de  la  cxiurbc  suit 
uhlciiuc,  01  d'après  sa  sexi\c  définition  géotaéin- 
i]uc.  Il  suQît,  en  ufTet,  d'iinaly^r  ccitc  dctiiiîtioti 
.sous  ce  point  de  vue,  eii  estimant  coQibicn  de  potnb 
donnés  ,  ou  de  Jroili's  Joanccs  soît  en  longueur , 
soit  en  direction,  ou  de  ccrcln»  donnés,  etc.,  elle 
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les  arbitraires  serait  inférieur  à  celui  des  constan- 
tes; restriction  qu'on  pourra  souvent  reconnaître 
comme  inapplicable ,  si  l'analyse  de  la  définition 
proposée  a  montré  clairement  que  les  données 
qu'elle  prescrit  ne  pourraient  nullement  varier  y 
soit  isolément ,  soit  ensemble ,  sans  qu'il  en  ré- 
sultât pour  la  courbe  un  cbangement  quelconque. 
Mais ,  lorsque  cette  restriction  devra  être  réelle- 
ment appliquée ,  cette  considération  ne  fournira 
d'abord  qu'une  limite  supérieure  du  nombre  cber- 
cbe ,  qui  ne  pourra  être  alors  entièrement  connu 
qu'en  consultant  effectivement  l'équation  gé- 
nérale. 

J'ai  supposé  jusqu'ici  que  les  points  [)ar  les- 
quels on  veut  déterminer  le  cours  d'une  ligne 
fussent  absolument  quelconques  ;  mais ,  pour 
compléter  la  métbode ,  il  faut  examiner  le  cas 
où  l'on  introduirait  pai'mi  eux  des  points  singu- 
liers^ c'est«à-dire  distincts  de  tous  les  autres  par 
une  propriété  caractéristique  quelconque,  comme 
ce  que  l'on  nomme  les  foyers  dans  les  sections 
coniques,  les  sommets ^  les  centres ^  les  points 
d^ inflexion  ou  de  rebroussement  j  etc.  Ces  points 
ayant  tous  pour  caractère  d'être  uniques,  ou  du 
moins  détermines,  dans  une  même  courbe,  leurs 
deux  coordonnées  sont  donc  chacune  une  fonc- 
tion déterminée,  connue  ou  inconnue  ,  des  con- 
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qui  spëcificiit  cxnL-icineni  h  vourbc  |»ro- 


jioscc.  Ainsi ,  doninT  un  m-hI  Ae ce»  points  ,  cwi 
impfi^r  h  ces  constautes  arbitraires  àm\  caarU- 
lions  algébriques,  ce  qui,  par  («nséqut-nl ,  étpii' 
vaut  ai-alrtiquenienl  it  donnfr  dt^iix  poinU  nrdi- 
uaiifs.  La  ré^e génémltf  et  fort  !>implc  v:  réJuit 
Jonc ,  ?i  m  é^n\ ,  k  compter  toujours  pour  deni 
cbâijun  point  singtllier,  juir  quelque  propntlf 
qu'il  piii^sc  être  tli^ai  :  à  tx'la  pr£$ ,  on  itntnsa 
ilans  In  loi  établie  ci-desftU5. 

Totilr  application  spéci-ilfl  de  la  thforie  gco^ 
raie  que  je  viens  d'îadiqucr  serait  ici  dépUcÔ!- 
Jc  crois  <!4.iiendâot  utile  ik'  remarquer ,  sa  i 
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le  rapport  analytique  que  sous  le  rapport  géomé- 
trique. Il  est  néanmoins  vraisemblable  que  cette 
analogie  ne  doit  pas  être  entièi'ement  isolée. 

7e  choisirai ,  comme  second  exemple  intércs- 
sant ,  parmi  les  questions  élémentaires  relatives 
à  rétude  générale  des  lignes,  la  détermination 
des  centres  dans  une  courbe  plane  quelconque* 
Le  caractère  géométrique  du  centre  d'une  figure 
étant,  en  général,  d*étre  le  milieu  de  toutes  les 
cordtt  qui  y  passent,  il  en  résulte  évidemment 
que,  si  Ton  y  place  l'origine  du  système  des  coor- 
données rectilignes,  les  points  de  la  figure  auront, 
deux  à  deux ,  par  rapport  à  une  telle  origine,  des 
coordonnées  égales  et  de  signe  contraire.  On  peut 
donc  reconnaître  immédiatement ,  d  après  l'équa- 
tion d'une  courbe  quelconque^  si  elle  a  pour  cen- 
tre Torigine  actuelle  des  coordonnées,  puisqu'il 
suffit  d'examiner  si  cette  équation  n  est  point  al- 
térée, en  y  changeant  à  la  fois  les  signes  des  deux 
coordonnées  variables ,  ce  qui  exige ,  dans  le  cas 
où  il  n'y  entre  que  des  fonctions  algébriques,  ra- 
tionnelles et  entières ,  que  les  termes  soient  tous 
de  degré  pair  ou  tous  de  degré  impair,  suivant 
le  degré  de  l'équation.  Cela  posé  ,  quand  un  tel 
changement  trouble  l'équation ,  il  faut  déplacer 
l'origine  d'une  manière  indéterminée ,  et  cher- 
cher à  disposer  des  deux  constantes  arbitraires 
que  cette  transformation  introduit  dans  lequa- 
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lion  pour  les  coordoiiDCC»  de  In  nouvelle  origtiK , 
lie  façon  ^  ce  <{uc  l'équaiioii  ptiUse  jouir,  rdalî- 
\cincDt  aux  uoutoux  atcc ,  de  la  propriélê  pré- 
cêdcote.  Si  ,  par  ilvs  valenrs  réelles  convenablt» 
dfN  coordouiices  de  la  nouTclle  origine  ,  on  peut 
faire  disparaître  lotu  les  ierinc&  qui  empéduicni 
l'équation  de  présenler  ce  caractère  anaJfûque, 
la  courLe  aura  un  eenirc  dont  ces  valeurs  feront 
connaître  la  posititlD  :  diuut  le  cas  conUuirc  ,  il 
sera  constate  que  la  courlie  n'a  point  Je  centre. 

Parmi  les  questions  de  gëoniétric  géoérïile  h 
deux  dimensions  dont  la  solution  complète  ne 
dépend  que  de  l'analyse  ordinaire ,, 
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ficultcs  spéciales  par  rapport  à  notre  système  de 
géométrie  analytique^  où  les  idées  de  position 
soQt  setiles  directement  considérées. 

L'emploi  de  l'analyse  difiërentielle  fournirait 
immédiatement  la  solution  de  ce  problème  géné- 
ral ^  en  étendant  aux  courbes ,  comme  il  convient, 
la  définition  élémentaire  de  la  similitude  pour  les 
figures  rccltlignes.  Il  suffirait, en  effet,  i^de  cal- 
culer, d'après  l'équation  de  chacune  des  deux 
courbes,  l'anglede  contingence  en  un  point  quel- 
conque ,  et  d'exprimer  que  cet  angle  a  la  même 
valeur  dans  les  deux  courbes  pour  des  points  cor- 
respondans  ;  2"  d'après  l'expression  différentielle 
générale  de  la  longueur  d'un  élément  inBniment 
petit  de  chaque  courbe,  d'exprimer  que  les  clé- 
mens  homologues  des  deux  courbes  sont  entre 
eux  dans  un  rapport  constant.  Les  conditions 
analytiques  de  la  similitude  se  trouveraient  ainsi 
tlépeodre  des  deux  premières  fonctions  dérivées 
de  l'ordonni'e  rapportée  à  l'abcisse.  Mais  le  pro- 
blème peut  être  résolu  d'une  manière  beaucoup 
plus  simple,  et  néanmoins  tout  aussi  gt'n^'rale^ 
quoique  moins  directe ,  par  le  simple  usage  de 
l'analyse  ordinaire. 

Pour  cela  ,  il  faut  d'abord  remarquer  une 
propriété  élénicnlairc  que  peuvent  toujours  pré- 
senter deux  Hgures  semblables  de  forme  quelcon- 
que ,  quand  elles  sont  placées  dans  une  situation 
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fiara/U'lc ,  *'iiiH-ifdirc ,  île  idk'  Tact»!  que  lous 
les  (-IciiiciiN  lit:  chacune  »oicai  resptwiivt'iiitnit 
[>ar.illclcï  3U\  clûmcua  homologues  de  l'autre ,  ce 
que  lu  sii]iiliiud«  permet  ôvitlnumont  de  faire 
conslammcul.  Dam  ccUa  sîluutioo^  il  oit  aîaéde 
vmr  que,  s't  ou  joint  diïux  ft  deux  p»r  des  droites 
les  |)oints  Liomolo}{ues  des  deux  figures,  toutes 
cf6  ligues  (le  jonction  concourront  ncncsaaire- 
ment  en  un  puiot  unique,  ù  priir  duquel  Ictus 
longueurs,  comptées  jusqu'à  l'uuc  et  à  l'autre  des 
(k'ux  fi^uiis  niemhlntiles,'  «liront  entre  elles  un 
riippoi'L  constant,  é^al  ïk  celui  de»  deux  fij^pires. 
Il  résulte  iiiimédiatcmcnL  de  cette  propriété, 
conai^ëréc  sous  le  point  de  vue  uulytiquo,  o 


MATHÉMATIQUES.  ^\Sù 

vvîdciiimcnt  pour,  constater  la  similitude.  Mais, 
lie  sa  non-vérification,  il  esl clair  qu'on  ne  devra 
point  conclure  immédiatement  la  dissimilitude 
des  deux  courbes  comparées,  puisque  l'origine 
ou  le  pôle  pourraient  n'être  pas  placés  au  point 
unique  pour  lequel  cette  relation  a  lieu  ,  ou 
même  que  les  deux  courbes  pourraient  n'être  pas 
posées  actuellement  dans  la  situation  parallèle. 
Il  est  néanmoins  facile  de  généraliser  et  de  com- 
pléter la  méthode  sous  l'un  et  l'autre  de  ces  deux 
rapports,  quoiqu'il  semble  d'abord  impossible 
analytiqucment  de  modifier  la  situation  relative 
de  deux  courbes.  Il  suffira  pour  cela  de  changer , 
à  1  aide  des  formules  connues ,  à  la  fois  lorigim; 
et  la  direction  des  axes  si  les  coordonnées  sont 
rectiligiies,  ou  le  pôle  et  la  dii*ection  de  l'axe  si 
elles  sont  polaires ,  mais  eu  efTectuant  cette  trans- 
formation seulement  dans  lune  des  deux  équa- 
tions* On  cherchera  alors  à  disposer  des  trois 
constantes  arbitraires  introduites  par  là  ,  pour 
que  cette  équation  ainsi  modifiée  présente,  rela- 
tivement à  l'autre^  la  propriété  analytique  indi- 
quée. Si  cette  relation  peut  avoir  lieu  d'après 
certaines  valeurs  re'ellts  des  consLintes  arbitrai- 
res ,  les  d(îux  courbes  seront  semblables  ;  sinon  , 
leur  dissimililude  sera  couslatée. 

Quoiqu'il    ne  convienne  point  de  considérer 
ici  aucune  a[>plication  spéciale  de  la  théorie  pré- 


^84  rHILOSOPlIIE    POSITIVE. 

ctklcuU' ,  jfî  rrois  ccpcndani  atilc  rllmliqucr  km 
Aujct  uiic  rcmartjue  génihule.  Elle  consiste  en  «■ 
(jue ,  tout*"»  li's  fois  que  l'équation  d'une  courbe  , 
simplifiée  le  plu.<i  [Missiblc  par  la  disposition  dei 
iixcA,  ne  rciitcrmera  qu'une  seule  consLint*.-  arbi- 
traire, (oulcs  les  courbes  de  et-  genre  seront  né- 
cessairement semblables  cuire  elle-t.  On  pent  ang< 
incntcr  l'uiilit^  de  celte  observation ,  en  ce  que  , 
sans  considérer  mâmc  l'équatîon  de  la  courbe. 
il  sufïîra  d'examiner,  dans  ce  cas,  si  sa  détio»- 
tioii  géométrique  prîmitÎTC  ne  fait  dépendre  que 
d'tinc  seule  donnée  l'entière  délerminatiun  de  sa 
grandeur  (i).  Quand,  au  eonlraire,  l'équation  la 
plus  simple   de  U  courbe  jiraposëc  contieuddh^ 
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Uables  entre  elles ,  aussi  bien  que  toutes  les  loga- 
rithmiques, toutes  les  cycloïdes  ordinaires  >  tous 
les  cercles,  etc.  ;  tandis  que  deux  ellipses  ou  deux 
hyperboles,  par  exemple^  ne  sont  semblables 
qu'autant  que  leurs  axes  sont  proportionnels. 

Je  me  borne  à  ce  petit  nombre  de  questions 
générales  relatives  aux  lignes ,  parmi  celles  dont 
la  solution  complète  dépend  seulement  de  l'ana- 
lyse ordinaire.  On  n'y  doit  pas  comprendre  la 
détermination  de  ce  qu'on  appelle  les  Jokers,  Ja 
recherche  des  diamètres,  etc. ,  et  plusieurs  au- 
tres problèmes  de  ce  genre ,  qui ,  bien  que  suscep- 
tibles d'être  proposés  et  résolus  pour  des  courbes 
quelconques ,  n'ont  de  yéritable  intérêt  qu'à  l'é- 
gard des  sections  coniques.  Relativement  aux 
diamètres,  par  exemple,  c'est-à-dire  aux  lieux 
géométriques  des  milieux  d'im  système  quelcon- 
que de  cordes  parallèles ,  il  est  aisé  de  former 
une  méthode  générale  pour  déduire  de  l'équa- 
tion d'une  courbe  l'équation  commune  de  tous  ses 
diamètres.  Mais  une  telle  considération  ne  peut 
faciliter  l'étude  d'une  courbe  qu'autant  que  les 
diamètres  se  trouvent  être  des  lignes  plus  simples 
et  plus  connues  que  la  courbe  primitive  ;  et  même 
cette  recherche  n'a  vraiment  une  grande  utilité 
que  lorsque  tous  les  diamètres  sont  des  lig^nes 
droites.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  lieu  que  dans  les 
courbes  du  second  degré.  Pour  toutes  les  autres, 
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les  dianièti-es  sonl ,  en  général ,  des  courbes autsi 
peu  connues  et  souvent  même  d'une  ëtude  plus 
difficile  que  la  courbe  proposée.  C'esi  pourquoi 
je  ne  dois  point  ici  considérer  une  telle  question, 
ni  aucune  autre  seuiblahte ,  quoique ,  Uan5  Jts 
traités  spéciaux  de  géométrie  analytique  ,  îl  con- 
vînt d'ailleurs  de  les  présenter  d'abord  ,  aubnt 
que  possible,  sous  un  point  de  vue  cntièretnent 
{■énéral. 

Je  passe  donc  immédiatement  h  resanirn  du  I 
théories  de  géométrie  générale  à  deux  dïmentiions  i 
qui  ne  peuvent  être  comple'temenl  établies  qn'i  ' 
l'aide  de  l'analyse  transcendante. 
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exemple  ,  si  la  tangente  est  assujétie  à  passer  par 
un  point  donné  extérieur  à  la  courbe^  les  coor- 
données de  ce  point  devant  satisfaire  à  la  for- 
mule générale  de  l'équation  de  la  tangente  à  cette 
courbe,  formule  qui  contient  les  coordonnées 
inconnues  du  point  de  contact  y  ce  dernier  point 
sera  détei^minc  par  une  telle  relation  combinée 
avec  l'équation  de  la  courbe  proposée.  De  méme^ 
si  la  tangente  chercbée  doit  être  parallèle  à  une 
droite  donnée,  il  faudra  ^ler  le  coefficient 
général  qui  marque  sa  direction  en  fonction 
(les  coordonnées  du  point  de  contact  à  celui 
qui  détermine  celle  de  la  droite  donnée ,  et  la 
combinaison  de  cette  condition  avec  Téquation 
de  la  courbe  fera  encore  connaître  ces  coordon- 
nées. 

Afin  de  considérer  sous  un  point  de  vue  plus 
étendu  les  problèmes  relatifs  aux  tangentes^  il 
peut  être  utile  d'exprimer  distinctement  la  rela- 
tion qui  doit  exister  entre  le»  deux  constantes  ar- 
bitraires contenues  dans  l'équation  générale  d'une 
ligne  droite  et  les  diverses  constantes  propres  à 
une  courbe  quelconque  donnée^  pour  que  la  droite 
soit  tangente  à  la  courbe.  A  cet  effet,  il  suffit  d'ob- 
server que  les  deux  constantes  |)ar  lesquelles  se 
trouve  fixée  à  chaque  instant  la  position  de  la 
tangente  étant  des  fonctions  connues  des  coor- 
données du  point  de  contact,  l'éliisii^^-tion  ci(*" 
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CCS  di'ux  coordoniKJes  «mire  ces  deux  formuloitPt 
t'dquatioii  (le  la  courliu  proposée  fouruii-a  imc 
rclaliou  iiidépcuduuteilii  poiiil  de  cuntact  cl  con- 
U'iiaiit  soiileineiit  le»  constantes  des  deux  listes, 
qui  set-a  le  caractâri!  analytique  chrrclié  du  pltô- 
nomcuc  d'im  contacl  indéterminé.  On  se  servi- 
rait ,  p^ir  exemple ,  de  telles  expressions  pour  dé- 
Icrniiuer  une  tangente  eonimune  Ji  deux  courbe 
données,  en  calculant  les  deux  con&tantcs  propre» 
h  cette  droite  d'apr^is  le*  deux  rebtions  imVn- 
traîuerail  ainsi  son  contact  avec  l'une  et  l'autri' 
courbe . 

liQ  r^uestion  fondamentale  des  tangentes  estlt    „ 
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suffit  de  supposer  infinies  les  coordonnées  du  point 
de  contact  dans  les  deux  formules  générales  cjui 
arriment;  d après  l'équation  de  la  courbe ,  en 
fonction  de  ces  coordonna  >  les  deux  constantes 
par  lesquelles  est  fixée  la  position  de  la  tangente. 
Si  ces  deux  constantes  prennent  alors  des  valeurs 
réelles  et  compatibles  entre  elles ,  la  courbe  don- 
née aura  des  asymptotes  dont  un  tel  calcul  fera 
connaître  le  nombre  et  la  situation  ;  si  ces  valeurs 
sont  imaginaires  ou  incompatibles,  ce  sera  la 
preuve  que  la  courbe  proposée  n'a  point  d'asjmp* 
totes ,  du  moins  rectilignes.  On  voit  que  cette  dé- 
termination est  exactement  analogue  à  celle  d'une 
tangente  menée  par  un  point  de  la  courbe  dont 
les  coordonnées  seraient  finies*  Il  arrivera  seule- 
uicnt  f  dans  un  assez  grand  nombre  de  cas ,  que 
les  deux  valeurs  cherchées  se  présenteront  sous 
uue  forme  indéterminée  y  ce  qui  est  un  inconvé- 
aient  général  des  formules  algébriques ,  quoi- 
qu'il doive  sans  doute  avoir  lieu  plus  fréquem- 
ment en  attribuant  aux  variables  des  valeurs 
infinies.  Mais  on  sait  qu'il  existe  une  méthode 
analytique  générale  pour  estimer  la  vraie  valeur 
de  toute  expression  semblable;  il  suffira  donc 
alors  d'y  recourir. 

On  peut  rattacher  aussi^quoique  d'une  manière 
beaucoup  moins  directe ,  à  la  théorie  des  tangen- 
tes, la  théorie   tout  entière  des  divers   points 
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siiii-Hliers ,  dont  la  ilt^tcrminnlicm  coniribue  ei 
nemmeni  à  la  connaÎMancc  Av  tônifc  Courbe  qui 
en  présente,  comme  les  points  ^inflexion ,  les 
points mi/tliples,  les  ]ioinl5  de rekfoussçmfift t ,  de. 
liclatîvcmcni  aux  points  à'infiexîon ,  par  exem- 
ple ,  c'csI-à-dÎTe  h  ceux  oi\  une  courbe  de 
concave  devient  convext ,  ou  de  (.•oavcie  con- 
cave ,  il  faut  d'abord  examiner  le  caractère  analr- 
tique  imniëdialcmcnl  propre  h  la  concavité  on  à 
la  ronveiitc,  ce  qui  dl!|)cud  de  U  manière  dont 
varicla  direction  de  la  tan^nte.Qnanâ  la  conrbe 
est  concave  vers  l'axe  dcj  abcî»tej> ,  elle  fait  avec 
lui  un  angle  de  plus  en  plus  petit  à  mesure  qu'elle 
s'en   éloicinc:  au   coDlraîre.  lorsaucllc  est 
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de  la  tangente  sera  devenue  un  maximum  ou  un 
minimum  ,  suivant  qu'il  s'agira  du  passage  de  la 
convexité  à  la  concavité ,  ou  du  passage  inverse. 
On  trouvera  donc  en  qiiels  points  ce  phénomène 
peut  avoir  lieu,  à  l'aide '  de  la  théorie  ordinaire 
des  maxima  et  minima  ,  dont  l'application  à  cette 
recherche  apprendra  évi  deoinient  que,  pour  l'ab- 
cisse  du  point  d'inflexion ,  la  seconde  fonction 
dérivée  de  l'ordonnée  proposée  doit  être  nulle , 
ce  qui  suffira  pour  déterminer  l'cxistente  et  la 
position  de  ce  point.  Cette  recherche  peut  ainsi 
être  rattachée  à  la  théorie  des  tangentes,  quoi- 
qu'elle soit  ordinairement  présentée  d'après  la 
théorie  du  cercle  osculateur  •  Il  en  seniit  de  même, 
avec  plus  ou  moins  de  difficulté ,  relativement  à 
tous  les  autres  points  singuliers. 

Un  second  problème  fondamental  que  présente 
l'étude  générale  des  courbes,  et  dont  la  solution 
complète  exige  un  emploi  plus  étendu  de  l'ana- 
lyse transcendante,  est  l'importante  question  de 
la  mesure  de  la  courbure  des  courbes  au  moyen 
du  cercle  osculateur  en  chaque  point,  dont  la 
découverte  suffirait  seule  pour  immortaliser  le 
nom  du  grand  Huyghcns. 

I^  cercle  étant  la  seule  courbe  qui  présente 
en  tous  ses  points  une  courbure  uniforme,  d'au- 
tant plus  grande  d  ailleurs  que  le  rayon  esi  plus 
petit,  quand  les  pfcomèlres  se  sont  proposé  de 


/fQ2  PHIL0S4)PHIK    POSITIVE. 

soumettre  à  une  eslimatioti  précise  U  courbure 
de  toute  autre  coarbc  quelcooqiie  ,  ils  ont  àà 
aaturellemcal  la  comparer  eu  chaque  point  aa 
cercle  qui  pouvait  avoir  avec  l'Jle  le  plus  intiBU 
contact  possitile,  et  qu'ils  ont  nommé^  pour  cette 
raison,  cercle  oscuiatear,  afin  de  le  distinguer 
des  cercles  simplement  tangens  ,  qui  sont  eu 
nombre  infini  au  même  point  de  courbe^  tandis 
que  le  cercle  osculateur  est  évidemment  unique. 
En  considérant  cette  question  sous  un  autre  as- 
pect ,  on  conçoit  que  la  courbure  d'une  courbe 
en  chaque  point  pourrait  aussi  être  csUmëe  pu 
l'angle  plus  ou  moins  grand  de  deux  élémens 
consécutils ,  qu'on  appelle  angle  de  conltrtgetice. 


MATHâMATIQUEtt.  49? 

directe  de  déterminer  le  cercle  osculateur  con- 
siste à  l'envisager 9  d'après  la  mëthode  infini tési- 
maie  proprefbent  dite,  comme  passant  par  trois 
points  infiniment  voisins  de  la  courbe  proposée , 
ou,  en  d'autres  termes^  comme  ayant  avec  elle  deux 
âëmens  consécutifs  communs ,  ce  qui  le  distin- 
gue nettement  de  tous  les  cercles  simplement  tan- 
gens  y  avec  lesquels  la  courbe  n'a  qu'un  seul  élé- 
ment commun  •  11  résulte  de  cette  notion ,  en  ayant 
^ard  à  la  construction  nécessaire  pour  décrire  un 
cercle  passant  par  trois  points  donnés,  que  le  cen- 
tre du  cercle  osculateur ,  ou  ce  qu'on  appelle  le 
centre  de  courbure  de  la  courbe  en  chaque  point , 
peut  être  regardé  comme  le  point  d'intersection 
de  deux  normales  infiniment  voisines^  en  sorte 
que  la  question  se  réduit  à  trouver  ce  dernier 
point.  Or,  cette  recherche  est  facile,  en  formant, 
d'après  l'équation  générale  de  la  tangente  à  une 
courbe  quelconque ,  celle  de  la  normale  qui  lui 
est  perpendiculaire,  et  faisant  ensuite  varier  d'une 
quantité  infiniment  petite,  dans  cette  dernière 
équation,  les  coordonnées  du  point  de  contact, 
afin  de  passer  à  la  normale  infiniment  voisine  : 
la  détermination  de  la  solution  commune  à  ces 
deux  équations ,  qui  sont  du  premier  degré  par 
rapport  aux  deux  coordonnées  du  point  d'inter- 
section, suffit  pour  faire  trouver  les  deux  for- 
mules générales  qui  expriment  les  cordonnées  du 
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centre  de  coorliure  d'une  courbe  Co  uu  poiDl 
(|uelcoiiqi]e*  Ces  formiilf^  une  fois  obtenu^*.  Il 
recherche  du  rayoo  de  courbure  n'offre  pin» au- 
cune difËcullé,  puisqu'elle  se  n^uit  à  calculer 
la  distance  de  ce  centre  de  courbure  au  poÎQt  cor- 
respondant de  la  courbe.  En  ap|>elant  x,  C,  ies 
coordonnées  rectitigncs  du  centre  de  comburc 
d'une  courbe  (|udcon({ue  en  un  point  donlW 
coordonnées  sont  x,  j,  et  nonunaut  r  le  mjou 
de  courbe ,  on  troBve  pu  cette  mdtbode  les  for- 
mules connues. 
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même  de  la  courbe  ^  sans  dépendre  aucunement 
de  sa  position.  On  voit  que ,  sous  le  rapport  ana- 
lytique ,  il  exige  la  considération  simultanée  des 
deux  premières  fonctions  dérivées  de  Tordonnée. 
La  théorie  des  centres  de  courbure  conduit 
naturellement  à  l'importante  notion  des  dévelop^ 
pées,  qui  sont  maintenant  définies  comme  étant 
les  lieux  géométriques  de  tous  les  centres  de 
courbure  de  chaque  courbe  en  ses  difîérens 
points,  quoique,  au  contraire,  dans  la  concep- 
tion primitive  de  cette  branche  de  la  géométrie  , 
Huyghens  eût  déduit  l'idée  du  cercle  osculateur 
de  celle  de  la  développée,  directement  envisagée 
comme  engendrant  par  son  développement  la 
courbe  primitive,  ou  la  développante.  Il  est  aisé 
de  reconnaître  que  ces  deux  manières  de  voir 
rentrent  Tune  dans  l'autre.  Cette  développée  pré- 
sente évidemment,  par  quelque  mode  qu'on  l'ob- 
tienne ^  deux  propriétés  générales  et  nécessaires 
relativement  à  la  courbe  quelconque  dont  elle  dé- 
rive :  la  première,  d'avoir  pour  tangentes  les 
normales  à  celle-ci;  et  la  seconde,  que  la  longueur 
de  ses  arcs  soit  égale  à  celle  des  rayons  de  cour- 
bure correspondans  de  la  développante.  Quant 
au  moyen  d'obtenir  1  équation  de  la  développée 
d'une  courbe  donu^,  il  est  clair  qu'entre  les 
deux  formules  citées  ci-dessus  pour  exprimer  les 
<:oordonnécs  du  centre  de  courbure,  il  suflll  d'é- 
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limiiicr,  iL'uis  chacjue  f^i>,  les  coordounéei x ,  j-, 
du  point  correspoudant  tic  la  courbe  prn|>osée,  it 
Taide  de  l'équation  de  cclU.'  courbe  :  l'équattoa 
ci>  a: ,  S  qui  résultcia  de  IVlimîiiatioii ,  sera  celle 
de  la  développée  deoMiiidfie.  On  i>oun-aît  paie- 
ment entreprendre  de  résoudre  la  cptestiori  in- 
verse, c'est-à-dire  de  trouver  la  développatiie  «fa- 
prés  la  développée.  Mai»  il  faut  remarquer  qu'une 
élimination  analogue  ^  la  précédente  ne  foumi- 
lait  alois ,  pour  la  courlK;  chereliée,  qu'une  équa- 
tion contenant ,  outre  -c  ctj^,  les  deux  fouclioiu 
dérivées  ^ ,  ^  y  en  sorte  qu'âpre  celle  onalyu 
préparatoire,  la  solution  complète  du  proUèmc 
exiifcrait  encore   l'intégration  de  cette  équation 
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exactement  analogue  aux  problèmes  plus  simples 
qui  constituent  ce  que ,  dans  l'origine  de  l'ana- 
lyse transcendante^  on  appelait  la  Méthode  îm^erse 
des  tangentes,  où  l'on  se  proposait  de  déterminer 
une  courbe  par  une  propriété  donnée  de  sa  tan- 
gente en  un  point  quelconque. 

Par  des  considérations  géométriques  plus  ou 
moins  compliquées^  analogues  à  celle  qui  fournit 
les  développées ,  les  géomètres  ont  déduit  d'une 
même  courbe  primitive  quelconque  diverses  autres 
courbes  secondaires,  dont  les  équations  peuvent 
être  obtenues  d'après  des  procédés  semblables.  Les 
plus  remarquables  d^entre  elles  sont  les  caustiques 
par  réflexion  ou  par  réfraction ,  dont  la  première 
idée  est  due  à  Tschirnaûs ,  cpioiquc  Jacques  Ber- 
nouilli  en  ait  seul  établi  la  véritable  théorie  géné- 
rale. Ce  sont,  comme  on  sait,  des  courbes  formées 
parrinterscction  continuelle  des  rayons  delumièrc 
infiniment  voisins  qu'on  supposerait  réfléchis  ou 
réfractés  par  la  courbe  primitive.  £n  partant  de 
la  loi  géométrique  de  la  réflexion  ou  delà  réfrac- 
tion de  la  lumière ,  consistant  en  ce  que  l'angle 
de  réflexion  est  égal  «X  l'angle  d'incidence ,  ou  en 
ce  que  le  sinus  de  l'angle  de  réfraction  est  un 
multiple  constant  et  connu  du  sinus  de  l'angle 
d'incidence ,  il  est  évident  que  la  recherche  de 
oes  caustiques  se  réduit  à  une  pure  question  do 
géométrie f  parfaitement  semblable  à  celle  des  dé- 
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velopjieos ,  conçues  coiueuc  formées  par  l'iDlersec* 
lion  contifluelle  dea  iiormalcs  iofiniraent  voisi- 
nes. Le  problème  se  résoudra  donc  analyticpie- 
mentCn  suivaiil  une  marche  analogue,  au  sujet  de 
laquelle  toute  autre  indication  serait  ici  superflue. 
Le  calcul  sera  seulement  plus  laborieux ,  surtout 
si  les  rayons  iiicidens  ne  sont  pns  supposés  paral- 
lèles entre  eux  ou  émanés  d'un  même  jioiot. 

Les  développées,  les  caustiques,  et  toutes  le 
autres  lî^^nes  déduites  d'une  même  courbe  prinei- 
fiale  à  l'aide  de  constructions  analo^es>  sont  for- 
mées par  les  intersections  continuelles  de  droite* 
inBniment  Toiï-ines  soumises  à  une  certaioe  loi. 
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ginë  le  premier  les  recherches  de  cette  iiaturc , 
qui  ont  ensuite  été  fort  étendues  par  Clairaut  et 
surtout  par  Lagrange.  Pour  traiter  le  cas  le  plus 
simple,  celui  que  je  vicos  de  caractériser  exacte- 
ment,  il  suffit  évidemment  de  différentier  l'équa- 
tiou  générale  proposée  par  rapport  à  la  constante 
arbitraire  que  Ton  considère ,  et  d'éliminer  en- 
suite cette  constante  entre  cette  équation  diffé- 
rentielle et  l'équation   primitive;   on  obtiendra 
ainsi ,  entre  les  deux  coordonnées  variables,  une 
équation  indépendante  de  cette  constante,  qui 
sera  celle  de  la  courbe  cherchée  ^  dont  la  forme 
différera  souvent  beaucoup  de  celle  des  courbes 
génératrices.  Lagrange  a  établi ,  au  sujet  de  cette 
relation  géométrique.,   un   important  théorème 
général ,  en  montrant  que ,  sous  le  point'  de  vue 
analytique ,  la  courbe  ainsi  obtenue  et  les  courbes 
génératrices  ont  nécessairement  une  même  équa- 
tion différentielle,  dont  Tintégi^e  complète  re- 
présente le  système  des  courbes  génératrices,  tan- 
dis que  sa  solution  singulière  correspond  à  la 
courbe  des  intersections. 

^  J'ai  considt^Vé  jusqu'ici  la  théorie  de  la  cour- 
bure des  courbes  suivant  lespril  de  la  méthode 
infinitésimale  proprement  dite ,  qui  s'adapte  en 
effet  bien  plus  simplement  qu'aucune  autre  à  toute 
recherche  de  ce  genre.  La  conception  de  Lagran* 
gc,  relativement  à  l'anal vse  tran.scendanti* ,  pré- 
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sentnil  Miitniit,  par  sa  oaluro,  de  grandes  tlifG- 
cultes  spéciales  ponr  la  solution  directe  d'une 
telle  (guesUoD,  comme  je  l'ai  de'ji  remarqua  dans 
U  sîxirmc  leçon.  Mais  ces  di(ilctdt&  ont  si  heu- 
reusenteiit  excité  le  génie  de  La«ran^,  qu'elles 
l'ont  conduit  à  )a  formaùon  de  Lt  ilidoric  géné- 
rale lies  contacta ,  dont  l'ancienne  théorie  db  cer- 
cle oscillateur  se  IroiiYC  u'fllre  plus  qu'un  cai 
particuliLT  fort  simple.  Il  importes»  bnt  de  cet 
ouvrage  de  considérer  aiaintenaiit  celte  belle  con- 
ception, qui  est  peut-être,  ■«us  te  rapport  philo- 
sojiiiiqut: ,  1  objet  le  plus  profondément  ïotérçu- 
sanl  que  puisse  offrir  jusqu'ici  la  Biométrie  W^ 
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deux  ordonnëes  correspondantes ,  pourra  être  dé- 
velof^iëe ,  d'après  la  formule  de  Taylor ,  suimnt 
les  puissances  ascendantes  de  A ,  et  aura  pour 
expression  la  série , 

4.(/"(a;)-^'-(r.))^    +  etc. 


En  ^xmcevant,  ce  qui  est  ëvidemment  toujours 
possible,  h  tellement  petit,  que  le  premier  terme 
de  cette  série  soit  supérieur  à  la  somme  de  tous 
les  autres,  il  est  clair  que  la  courbe  z  aura  avec 
la  courbe^  un  rapprochement  d'autant  plus  in^ 
time ,  que  la  nature  de  la  fonction  variable  ^  per- 
mettra de  supprimer  un  plus  grand  nombre  de 
termesdanscedéveJoppementy  àpartir  du  premier. 
Le  degré  d'intimité  des  deux  courbes  sera  donc 
exactement  apprécié ,  sous  le  point  de  vue  analy- 
tique, par  le  nombre  plus  ou  moins  grand  de 
fonctions  dérivées  successives  de  leurs  ordonnées 
qui  auront  la  même  valeur  au  point  que  l'on 
considère.  De  là ,  l'importante  conception  géné- 
rale des  divers  ordres  de  contacts  plus  ou  moins 
par£dts,  dont  la  notion  du  cercle  osculateur 
compa^  aux  cercles  simplement  tangens  n'avait 
présenté  jusqu'alors  qu'un  seul  exemple  particu- 
lier. Ainsi ,  après  la  simple  intersection ,  le  pre- 
mier degré  de  rapprochement  entre  deux  courbes 
TOME  I.  34. 
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il  lied  quand  Its  pi'pmiétSM  (Jâ-lVèM  (Ifc  letïrs  or- 
flomtées  sotlt  éi;al<*s  ;  t^V-St  lé  eontitrt  tfu  prriHifr 
ftrdre  .  (tu  oe  cjumi  appelle  ordiniiirtfihertl  It- 
simple  contact,  (»arcc  qu'il  a  é\6  lohg-tanph  Iv 
seul  connu.  Le  contact  du  second  ordre  exige  «le 
plits  <pie  les  sccondca  dérivées  des  roQcItoasyi'l 
^  soieat  égales:  en  y  joignant  encoru  l'^alilé  de 
Iciii's  troisièmes  dérivées,  on  comlitue  uu  conlavt 
i/h  troisième  ordre ^  et  ainsi  de  &uite  i  ria&nî. 
An  delà  (Iti  pivmrer  oi-ifrc,1ttS  conbéts  [^umt 
^ifrtiv^nl  le  nobi  A'nstidàtions  AU  fïrïiinieraHlrê. 
fld  Scf^ond  ordt-e ,  etc.  ' 

l.t?s  contacis  dn  jiV'omii*!'  et  dii   second  ordw 
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{NTuiluil  analylk|uemeiit  par  rëgaUlé  de  toutes  les 
t onctions  dérivées  jusqu  a  celle  de  Tordi^e  a , 
aucune  auti*c  courbe  z  ,  de  uiéiuc  luilure  que  la 
précédente  ,  mais  qui  ne  satisferait  qu  u  un  moin- 
dre npnibre.de  ponditious  analytiques,  etqui,  pa«* 
conséquent ,  h  aurait  avec  .la  courbe  j^  qu'un  con« 
tact  moins  intime ,  ne  poifrrait  passer  entre  les 
deux  courbes  y  puis({ue  l'intervalle  d&  celles-ci  a 
reçu  la  plus  petite  valeur  dont  il  était  suscepti- 
ble d'après  une  telle  relation  àcs  deux  équations. 
Lorsqu'on  a  particularisé  la  nature  de  la  courbe 
z  ainsi  comparée  à  une  courbe  quelconque  donnée 
}  y  l'ordre  du  contact  le  plus  intime  qu'elle  peut 
avoir  avec  cpUe-ci  dépend  évidemment  du  nom- 
bre plus  ou  moins  grand  de  constantes  arbitraire^ 
que  rejiferme  son  équation  la  plus  générale,  un 
contact  de  Tordre  n  exigeant  //  +  i  conditions 
analytiques ,  qui  ne  sauraient  être  remplies  qu'a*- 
vec  un  pareil  nombre  de  constantes  disponibles. 
Par  conséquent  y  unp  ligne  droite  ,  dont  l'équation 
la  plus  générale;  contient  seulement  deux  con« 
stantes  arbitrairos,  ne  peut  avoir  avec  une  courlie 
quelconque  qu'un  contact  du  premier  ordi*e  : 
d'où  découle  la  théorie  ordinaire  des  tangentes. 
L'équation  du  cercle  renferniunl  >  en  général , 
trois  constantes  arbitraires  y  le  cercle  peut  avoir 
avec  une  courbe  quelconque  un  contact  du  second 
ordre,  et  de  là  résulte  y  comme  cas  particulier , 
l'ancienne  théorie  du  cercle  osculateur*  Lu  eon- 
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sidérant  une  parabole,  comme  ilya  quatre  coD' 
staiitea  arbitraires  dans  son  (SquatioD  la  plus  com- 
plète et  la  plus  simple,  elle  est  susceptible, 
compare*!  ù  toute  autre  courbe,  d'une  intimité 
]>lus  profonde,  qui  peut  aller  jusqu'au  contact  du 
troisième  ordre  ;  de  même,  une  ellipse  compor- 
torait  un  contact  du  quatrième  ordre,  etc. 

1^  l'onsidération  précédente  est  prc^rei  sug- 
gérer une  interprétation  géométrique  de  œttf 
tliéorie  <^(fnéralc  des  contacts,  qui  me  semble 
destinée  \  compléter  le  travail  de  Ldgrange,  en 
assii;nnnt .  i>our  définir  directement  les  divers 
ordn-s  de  contacts,  un  caractère  conciet  plus 
pie  el  plus  clair  que  celui   indimié  par  La- 
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lie  la  comparaison  de  ;i-4-  i  ordonnées  consëcu- 
tives.  On  pent  donc  se  faire  directement  une  idée 
nette  des  divers  ordres  de  contacts ,  en  disant 
qu'ils  consistent  dans  la  communauté  dun  nom- 
bre plus  ou  moins  grand  de  points  infiniment 
voisins  entre  les  deux  courbes*  En  termes  plus 
rigoureux»  on  définirait^  par  exemple ,  l'ellipse 
osculatrice  au  troisième  ordre ,  en  la  r^rdant 
comme  la  limite  vers  laquelle  tendraient  les  ellip- 
ses passant  |iar  cinq  points  de  la  courbe  proposée, 
à  mesure  que  quatre  de  ces  points  supposés  mo- 
biles se  rapprocheraient  indéfiniment  du  cin- 
cfuième  suppose  fixe. 

Cette  théorie  générale  des  contacts  est  évidem- 
ment propre  y  par  sa  nature,  à  fournir  une  con- 
naissance de  plus  en  plus  profonde  de  la  cour- 
bure d'une  courbe  quelconque ,  en  lui  comparant 
successivement  diverses  courbes  connues,  Suscep- 
tibles dun  contact  de  plus  en  plus  intime;  ce 
qui  permettrait  de  rendre  aussi  exacte  (ju'on  vou- 
drait la  mesure  de  la  courbure,  en  changeant 
convenablement  le  terme  de  comparaison.  Ainsi, 
il  est  clair ,  d'après  les  considérations  précédentes, 
que  l'assimilation  de  tout  arc  de  courbe  infini- 
ment petit  à  un  arc  de  parabole ,  en  ferait  con- 
naître la  courbure  avec  plus  de  précision  que  par 
l'emploi  du  cercle  osculateur;  et  la  comparaison 
avec  Pellipse  procurerait  encore  plus  d'exacti- 


^(»6 

tude,  pIf, 

|iriniitil  à  approfondi 
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il  sorte  iju'en  deMinaol  chaque  lypr 
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on  puiirr^tit  perlectioiiuei'  à  riiifiiii  la  ihéôrie  tk» 
rourttcs.  Mai»  la  nêccKÎle  d'avoir  une  coiitiaU- 
s.inco  ncU<-'  et  famili^^rc  de  b  courbe  n'tasi  adop- 
tée coaiiiic  unité  de  courliure  ,  délertninc  le» 
géomètre»  ù  rUBOnccr  ^  cette  haute  pcrjbcttou 
^|tëculative ,  pour  te  coolentcr,  en  rcstUlâ,  cW 
comparer  louies  les  courbes  au  ct^cJo  sculemcnl, 
l'ii  vertu  dn  l'uniforiDitè  de  courbun.-,  propriétc 
caindcristiquc  du  cercle.  Aiieuitc  aulr»  coorbc. 
l'ii  effet,  ne  pcutftro  regardée,  sou»  «•  rapport. 
coinmo  aMc?.  simple  et  aswr.  connue  |>our  poUToir 
élre  utilement  employée,  quoique  l'na  n'ii^iore 
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fioalement  à  la  seule  dëtermination  eiTectîve  du 
cercle  osculateur  7  il  y  a  sans  doute  9  sous  le  rap* 
port  philosophique ,  une  profonde  différence 
entre  concevoir  cette  dernière  considération , 
pour  ainsi  dire,  comme  le  dernier  terme  .des 
efforts  de  Tesprit  humain  dans  Tétude  des  cour- 
bes »  ainsi  qu'on  le  faisait  avant  Lagrange ,  et  n'y 
voir,  au  contraire ,  qu'un  simple  cas  particu- 
lier d'une  théorie  générale  très-étendue ,  à  Teta- 
men  duquel  on  doit  habituellement  se  borner^ 
en  sachant  néanmoins  que  d'autres  comparaisons 
pourraient  perfectionner  davantage  la  doctrine 
géométrique. 

Apràs  avoir  envisagé  les  principales  questions 
de  géométrie  générale  relatives  aux  propriétés  des 
courbes^  il  me  reste  à  signaler  celles  qui  ae  rappor- 
tent aux  rectiâcations  et  aux  quadratures,  dans  les- 
quelles consiste  proprement ,  suivant  l'explication 
donnée  dans  la  dixième  leçon,  le  but  définitif  de  la 
science  géométrique*  Mais  ayant  eu  occasion  précé- 
demment (7^0)  ez  la  Gi^^leçon)  d'établir  les  formules 
générales  qui  expriment ,  à  l'aide  de  certaines  in- 
tégrales, la  longueur  et  l'aire  d'une  courbe  plane 
quelconque  dont  l'équation  rcctiligne  est  donnée, 
et  devant  d  ailleurs  m'interdirc  ici  toute  applica- 
tion à  aucune  courbe  parliculière,  cette  partie 
imporUintc  du  sujet  se  trouve  suffisamment 
traitée.  Je  me  bornerai  seulement  h  indiquer  les 
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l'oniiulfs  pruprcs  h  <]étcnniiM:r  l'airG  t>t  le  vctlunf 
(les  cor|>s  produits  par  U  rtrvoliiuon  des  rottrbn 
planes  autour  de  leur»  axcu. 

Supposons,  comme  on  peut  evidcmniGot  (su- 
jours  le  faire ,  que  l'axe  de  rotation  soit  pri»  fOM 
axe  des  abeisses  ;  et ,  suivant  l'esprit  de  b  mc- 
(hode  infinitësimale  proprcineiil  dite,  la  seoli- 
bien  convenable  jusfiu'ici  aux  recberchcs  de  celle 
nature,  concevons  (]ue  l'abctsM!  augmenta  d'uiw 
fpiantilé  inSniment  petite  :  cet  accroisseraenl  àé- 
terminera  dans  l'arc  et  dans  l'atrc  de  la  courbe 
des  au^entatioiut  différentielles  aRalogucfi  qui. 
par  la  révolution  autour  de  l'axe  .  enf^di^ront 

l.>.  plpmf»-!  de  la  Hiir{'»pe  pI  Hn  vnliin 
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dans  lohaque  cas  particalîer ,  les  valeurs  de  il?  et 
de  f^  seront  exprimées 'par  les  deox  intégrales    - 

mi*  f 

I  _ 

prises  entre  les  limites  convenables*  TeUes  soiit 
les  formules  invariables  d'après  lesquelles  y  depuis 
Leibnitz ,  les  géomètres  out  résolu  un  ^prand  nfmi- 
bre  de  questions  de  ce  genre ,  quand  les  progrès 
du  calcul  int^ral  l'ont  permis. 

On  pourrait  aussi  comprendra  au  nombre  des 
recherches  de  géométrie  générale  k  deux  dimen- 
sions ,  l'importante  détermination  dçs  centres  de 
gravité  des  arcs  ou  des  aires  appaiftenant  à  des 
courbes  quelconques,  quoique  cette  considéra- 
tion ait  son  origine  dans  la  mécanique  rationnelle* 
Car,  en  définissant  le  centre  de, gravité  comme 
étant  le  centre  des  moyennes  distanaes^  c'esl-à- 
dire  un  point  dont  la  distance  à  un  plan  ou  à 
un  axe  quelconque  est  la  mcfyenne  arithmétique 
entre  les  distances  de  tous  les  points  du  corps  à 
ce  plan  ou  à  cet  axe ,  il  est  clair  que  cette  ques- 
tion devient  purement  géométrique ,  et  peut  être 
traitée  sans  aucun  recours  à  la  mécanique.  Mais, 
malgré  une  telle  considération ,  dont  nous  re- 
connaîtrons plus  tard  Timportance  pour  généra- 
liser suffisamment  et  avec  facilit;î  la  notion  du 
centre  de  gravité ,  îX  est  certain ,  d'un  auti*e 
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trie,  ce  qui  m'a  engngé 
cipBtion. 

'Telles  soUI  les  prio 
RKQtales  dont  se  comp' 
notre  géome'trie  généra 
voit  que,  5on8  le  rappi; 
venf  éti«  nettement  di* 
là  première,  compreu» 
triqncs  qni^t^pendent'fl 
[linaire;  la  seconde,  ce) 
l'ctniJo!  du  calcul  diffé 
(in  ,  celles  qui  ne  pi3iW« 
(t(i  calcul  inré^ral. 
■  Il  IHWIS,  reste  niairiK?! 
mâme  ftspeci ,  dans  ta  li 
(tci»'  géottétri»  ffiaéntïi 
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Sommaire.  De  b  géométrie  généraie  à  trois  dimennons. 

L'étude  des  surfaces  se  compose  d'une  suite 
de  questions  générales  exactement  analogues  à 
celles  indiquées  dans  la  leçon  précédente  par 
rapport  aux  lignes*  Il  est  inutile  de  considérer 
ici  distinctement  celles  qui  ne  dépendent  que  de 
l'analyse  ordinaire,  car  elles  se  résolvent  par  des 
méthodes  essentiellement  semblables;  soit  qu'il 
s^agisse  de  connaître  le  nombre  des  points  néces- 
saires à  l'entière  détermination  d'une  surface , 
soit  qu'on  s'occupe  de  la  recherche  des  centres, 
soit  qu'on  demande  les  conditions  précises  de  la 
similitude  entre  deux  surfaces  du  même  genre,  etc. 
Il  n'y  a  d'autre  différence  analytique  que  d'en- 
visager des  équations  à  trois  variables  au  lieu  d'é- 
quations à  deux  variables.  Je  passe  donc  immé- 
diatement aux  questions  qui  exigent  l'emploi  de 
l'analyse  transcendante,  en  insistant  seulement 

TOME   I.  35 


1 

^^^^^v     1  cquaiion  Un  plan 

^K                  CDiique  eu  un  jioin 

1                         ni  comme  coïnctd; 

L                       étendue   iufiDinien 

■                      de  contact.  Il  suflil 

m                      afin  de  n-mplir  un 

I                        menlMiUnimeut  pe 

cale  en  i-éauluides 

tils  des  dt^uxcoord 

le  même  pour  le  pi 

la  indépemlammeu 

BCG  entre  ces  deux 

quoi  la  coïncidence 

D'apitls  celte  idée , 

1                         meut  rérjuiiiioii  gén 

m^               p<~i«UedKDlik 
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Oo  peut  ausai  oLtcnir  cette  équatioQ  générale - 
du  plan  tangent,  ea  faisant  dépendre  sa  recher- 
che de  la  iieute  théorie  des  fanantes  aux  courbes 
planes.  U  faut ,  pour  cela ,  considérer  ce  plan^ 
ainsi  qu'on  le  fait  habiliiellement  en  géométrie 
flescriptive ,  comme  déterminé  par  les  tangentes 
à  deux  sections  planes  quelconques  de  la  surface 
passant  au  point  donné.  En  choisissant  les  plans 
de  CCS  sections  parallèles  k  deux  des  plans  ccwr- 
donnés,  en  parvient  sur-le-champ  k  l'équation 
précédente.  Cette  manière  de  concevoir  le  plan 
tangent  donne  lieu  d'établir  facilement  un  im- 
portant théorème  de  géométrie  générale,  que 
Honge  a  démontré  le  premier ,  et  qui  consiste  en 
oe  que  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  qu'on 
peut  tracer  en  un  même  point  sur  une  surface 
quelconque  sont  toujours  comprises  dans  un 
même  plan. 

Enûu,  il  est  encore  possible  de  parvenir  à  l'é- 
quation générale  du  plan  tangent  en  le  considé- 
rant comme  perpendiculaire  k  la  normale  corres- 
pondante^ et  définissant  celle-ci  par  sa  propriété 
géométrique  directe  d'être  le  chemin  maximum 
ou  minimum  pour  aller  d'un  point  extérieur  ^la 
surface.  La  méthode  ordinaire  des  maxima  et 
minima  sufîltpour  former,  d'après  cette  noiiou, 
les  deux  équations  de  la  normale ,  en  appliquant 
cette  méthode  k  l'expression  de  la  distance  entre 
35. 


lions  de  la  norinr 
déduit  aisëmeni  ce 
géuieusc  manière  d 
Monge. 

La  question  foi 
d'examiner  devient  j 
hes,  la  Ixise  d'un 
relatives  à  la  déte 
lorsqu'on  l'emplace 
par  d'autres  condil 
tangent  ne  peut  poin 
par  un  seul  point  i 
1  la  tangente  :  il  faul 

I  droite  donnée;  à  cel 

et  les  deux  questions 
nière.  Il  en  est  de  e 
être  parallèle  à  un 
valeur  des  deux  con 
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les  courbes  y  la  relation  analytique  qui  exprime 
généralement  le  simple  phénomène  du  contact 
entre  un  plan  et  une  surface^  sans  spécifier  le 
lieu  de  ce  contact  ;  d'où  résulte  pareillement  la 
solution  de  plusieurs  questions  relatives  aux  plans 
taugens  y  entr  autres  celle  qui  consister  à  déter- 
miner un  pian  qui  touche  à  la  fois  trois  surfaces 
quelconques  données  y  recherche  analogue  à  celle 
de  la  tangente  commune  à  deux  courbes. 

La  théorie  générale  des  contacts  plus  ou  moins 
intimes  qui  peuvent  exister  entre  deux  surfaces 
quelconques  par  suite  des  relations  plus  ou  moins 
nombreuses  de  leurs  équations ,  se  forme  d'après 
une  méthode  exactement  semblable  à  celle  indi- 
quée dans  la  leçon  précédente  relativement  aux 
courbes,  en  exprimant ,  à  l'aide  de  la  série  de 
Taylor  pour  les  fonctions  de  deux  variables^  la 
distance  verticale  des  deux  surfaces  en  un  second 
point  .voisin  de  leur  point  d'intersection,  et  dont 
^es  coordonnées  horizontales  auraient  reçu  deux 
^ccroissemens  A  et  Ar  entièrement  indépendans 
l'un  de  l'autre.  La  considération  de  cette  distance, 
développée  selon  les  puissances  croissantes  de  h 
^t  ky  et  dans  l'expression  de  laquelle  on  suprime- 
^a  successivement  les  termes  du  premier  degré 
«n  h^ik,  ensuite  ceux  du  second ,  etc ,  détermi- 
ïiera  les  conditions  analytiques  des  contacts  de 
ciifférens  ordres  que  peuvent  avoir  les  deux  sur- 
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faces  Miivaiil  le  plus  ou  moins  gnuid  nomiirc  de 
couslatiU-a  .-irbilrairvs  conteoue»  dans  l'Àioation 
}<êiiéruic  tlii  celle  ()u'on  regarde  cominc  v-iriaUe. 
M'iis,  malgré  In  conforinilé  de  mélbode,  cctlc 
théorie  présentera  avec  oelU  des  courltos  une 
difféieiic':  fondamontalc  rebtiviiiicnt au  Bamin: 
dc  rcs  cuuditiotUtparsuttodcla  ncccssitëojll'an 
se  trouve  dans  eu  ca»  de  con«-idérer  deux  accroine- 
nirnis  indépeadanii  au  lieu  d  uu  S(?ul.  Il  crt  lë- 
sulti;.  vn  effclf  quo,  afin  que  riiai)iiti  contact  ail 
lieu  dans  tous  les  xm  possibles  autour  du  poiol 
commun,  on  doit  oiiDulcr  Mparcmcnl  loua  le» 
difTéreus  termoa  du  même  degic  cori-espondant, 
l'I,  daiil  II-  nombre auj^nienlera  d'autant  p]usQaiii< 
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au  S  (le  chaque  surface.  Ou  trouvera  (!•  la  méoie 
mauiére  que  le  contact  du  troisième  ordre  doune 
lieu  eu  outre  à  quatre  autres  relations,  et  ainsi 
de  suite,  le  nombre  des  dérivées  partielles  de 
chaque  ordre  restant  constamment  égal  au  nom- 
bre de  termes  en  A  et  ^  du  degré  correspondant. 
Il  est  aisé  d'en  conclure,  en  général ,  que  le  nom- 
bre total  des  conditions  distinctes  nécessaires  au 

contact  de  l'ordre  n ,  a  pour  valeur  n"'^1M°T^^  ^ 

tandis  que  dans  les  courbes,  il  était  simplement 
^1  à  «-f-  1. 

Par  suite  de  cette  seule  différence  essentielle , 
la  théorie  des  surfaces  est  loin  d'offrir  h  cet  égard 
la  même  facilité  et  de  comporter  la  même  per- 
fection que  celle  des  courbes.  Quand  on  se  borne 
au  contact  du  premier  ordre,  il  y  a  parité  com- 
plète ,  puisque  ce  contact  n'exige  que  trois  con- 
ditions ,  auxquelles  on  peut  toujours  satisfaire  à 
l'aide  des  trois  constantes  arbitraires  que  ren- 
ferme l'équation  générale  d'un  plan  ;  de  là  ré- 
sulte ,  comme  cas  particulier^  la  théorie  des  plans 
tangens,  exactement  analogue  à  celle  des  tan- 
gentes aux  courbes ,  et  présentant  la  même  utilité 
pour  étudier  la  forme  d'une  surface  quelconque. 
Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsqu'on  considère  le 
contact  du  second  ordre ,  afin  de  mesurer  la  cour- 
bure des  surfaces.  Il  serait  naturel  alors  de  com- 
parer toutes  les  surfaces  à  la  sphèrr ,  la  seule  qui 


âi8  puitosopnik  l'ttsri'ivi:. 

préseolc  une  courbure  oniloroïc ,  oonunc  on  cocu- 
pare  toutes  les  courbes  au  cercli*.  Or ,  le  coDfetci 
du  secoml  ordre  enLi-e  deux  surfaces  exiguanl  >ix 
coniiitioD»,  tandis  que  l'équation  la  plusgéni^te 
d'une  sphère  contient  seuituncnt  quatre  con- 
sLintcs  arbitrairefi,  il  n'est  pas  possible  de  trou- 
ver ,  en  chaque  point  d'une  surface  quelconque , 
une  sphère  qui  soit  complètement  osculairice  en 
tous  sens  ,  au  lieu  que  nous  avons  vu  un  arc  de 
courbe  infinimeul  petit  pouvoir  toujours  être 
assimile  à  un  certain  arc  de  cercle.  D'après  cette 
iuipos>ibiiitti  de  mesurer  la  courbui-c  d'une  sut- 
face  en  chaque  poiut  à  l'aîdu  d'une  seule  apbére , 
les  géomètres  ont  détermine  le»  coordou 
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nérale  de  la  sphère ,  qui  est  ainsi  déterminée* 
Ce  procédé  se  réduit  proprement  à  étudier  la 
courbure  d'une  surface  en  chaque  point  par  celle 
des  différentes  courbes  que  tracerait  sur  cette  sur- 
face une  suite  de  plans  menés  par  la  normale 
correspondante  • 

D'après  la  formule  générale  qui  exprime  le 
rayon  de  courbure  de  chacune  de  ces  sections  nor- 
males en  fonction  de  sa  direction,  Euler ,  auquel  est 
essentiellement  due  toute  cette  théorie ,  a  décou* 
vert  plusieurs  théorèmes  importans  relatifs  à  une 
surface  quelconque.  Il  a  d'abord  aisément  établi 
que ,  parmi  toutes  les  sections  normales  d'une  sur- 
face en  un  même  point ,  on  en  pouvait  distinguer 
deux  principales  y  dont  la  courbure ,  comparée 
ï  ceUe  de  toutes  les  autres ,  était  un  minimum 
pour  la  première^  et  un  maxinuun  pour  la  seconde, 
st  dont  les  plans  présentent  cette  circonstance 
remarquable  d'être  constamment  perpendiculaires 
sntre  eux.  Il  a  fait  voir  ensuite  que ,  quelle  que 
pût  être  la  surface  proposée,  et  sans  qu'il  fût 
même  nécessaire  de  la  définir^  la  courbure  de  ces 
deux  sections  principales  suffisait  seule  pour  déter- 
miner complètement  celled'une  autre  section  nor- 
male quelconque,  à  l'aide  d'une  formule  inva- 
riable et  trcs-simple,  d'après  l'inclinaison  du 
plan  de  cette  section  sur  celui  de  la  section 
de  plus  grande    ou  de   plus  petite   courbure. 


^^^^HH 
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eui  nvDiu  de  oMrbuni  maximum  et  aunufOÊan 
•  raruii  lie  courbure  (le  toiilc  autre  section  nor- 
mIv  ser.)  é^l  ii  cdui  dfis  raviiait  voclcurs  du  l'cl- 
psc  qui  tm  «TCQ  rjuu*  uu  aiigle  double  de  l'in- 
lituiMJii  du  plan  de  celte  ai-ction  sur  celui  d'um 
e»  secliuiu  priucipalc».  CtUe  <'lli)MU  se  chaugp 
R  une  hyp<>rbolc  construite  de  la  i 
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normales ,  les  seules  qu'Euler  cul  coasidérées.  (]e 
théorème  consiste  en  ce  que  le  centre  de  cour- 
bure de  toute  ttection  oblique  peut  être  envisagé 
comme  la  projection  sur  le  plan  de  cette  section , 
du  centre  do  courbure  correspondant  à  la  «ection 
normale  qui  passerait  par  U  même  tangent  : 
d'où  Meunier  a  déduit  une  constructipa  fortsim-* 
plat  d'aprèa  laquelle,  par  l'qmploi  dun  cerde 
analogue  à  l'ellipse  d'Euler  ,  on  détermine  la 
courbure  des  sections  obliqui^s ,  connaissant  c^la 
dcf  sections  normales  ;  en  sorte  que ,  par  la  coni* 
bînaison  des  deuj(  théorèmes ,  la  seule  courbure 
des  deux  sections  normales pnnçipaies  suffit  pour 
obtenir  celle  de  toutef»  les  autres  courhes  qu'on 
peut  tracer  sur  une  surface  d'une  manière  quel- 
conque en  chaque  point  considéré» 

La  théorie  précédente  permet  d'étudier  eom-* 
plétement ,  point  par  point ,  la  courbure  d'une 
surface  quelconque-  Afin  de  lier  plus  aisément 
entre  elles  les  considérations  relatives  aux  divers 
points  d'une  même  surface  »  les  géomètres  ont 
chercliéù  déterminer  ce  qu'ils  appellcut  les  Ugnçs 
de  courbure  d'une  surface,  c'est-^à-dire i  celles 
qui  jouissent  de  la  propriété  que  les  normales 
consécutives  a  la  surface  peuvent  y  ^tre  r^ardées 
comme  comprises  dans  un  même  plan*  En  cha*- 
que  point  d'une  surface  quelconque  »  il  existe 
deux  de  ces  lignes ,  qui    se  trouvent  être  cou- 
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stamment  porpendiculairvs  entre  elle»,  «t  donll»' 
dirccttoas  coïncident  à  leur  origine  avec  celles  de* 
dciLx  sections  nùrmaies  principales  coaaidécées  ci- 
dessus  ,  co  qiii  peat  dispenser  d'envisager  diAtioe- 
temeot  c(«  dernières,  la  déterminauon  de  ces  Ir- 
gDCsde  coiirlnu«s'cffectuelrè»-simplctncntsarles 
surfaces  k'â|ilus  usuelles,  telles  que  le»  surfaces  cy> 
lîndriques .  cofùtjues,  et  de  révolntiou.  CetU 
nouvelle  considération  fondamentale  estd'aiUeur» 
devenue  le  jmini  de  déparl  de  plusieurs  antres r^ 
cbcrchei.  générales  nioint'  imporuntcs,  comoH' 
celle  des  surjàees  de  coiirburv  ,  qui  sont  le*  liem 
géométriques  des  centres  de  murbuni  des  diver*- 
ses  sections  principales  ;  celle  des  surfaces  dév«« 
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Uoos  )  ce  qui  fait  rentrer  la  question  dans  le  cas 
des  courbes  planes.  Si ,  sous  un  point  de  vue  plus 
général ,  la  définition  analytique  de  la  courbe 
consiste ,  ainsi  que  Tindique  la  douzième  leçon , 
dans  le  systëme  des  équations  des  deux  surfaces 
quelconques  dont  elle  serait  l'intersection,  on 
regardera  la  tangente  comme  étant  l'intersection 
des  plans  tangens  à  ces  deux  surfaces ,  et  le  pro- 
blème sera  ramené  à  celui  du  plan  tangent ,  ré- 
solu ci-dessus. 

La  courbure  des  courbes  de  cette  nature 
donne  lieu  à  l'établissement  d'une  notion  nouvelle 
fort  importante.  En  effet,  dans  une  courbe  plane, 
la  courbure  se  trouve  être  suffisamment  appréciée 
en  mesurant  l'inflexion  plus  ou  moins  grande  des 
ëlémens  consécutifs  les  uns  sur  les  autres,  qui 
est  estimée  indirectement  par  le  rayon  du  cercle 
osculateur.  Mais  il  n'en  est  nullement  ainsi  dans 
une  courbe  qui  n'est  point  plane.  Les  élémens 
consécutifs  n'étant  plus  alors  contenus  dans  un 
même  plan  ,  on  ne  peut  avoir  une  idée  exacte  de 
la  courbure  qu'en  considérant  distinctement  les 
angles  qu'ils  forment  entre  eux  et  aussi  les  incli- 
naisons mutuelles  des  plans  qui  les  comprennent. 
Il  faut  donc,  avant  tout,  commencer  par  fixer 
ce  qu'on  doit  entendre  à  chaque  instant  par  le 
plan  de  la  courbe ,  c'est-à-dire ,  celui  que  déter- 
minent trois  points  infiniment  voisins ,  et  qu'on 


5li/t  PIIILOMPSCB    PUSITlVIi, 

appelle,  pom-  cette  raison,  le  plan  oscuLueoft^ 

qui  change  coiiUiiucUcuii.'nt<l'unpoiD ta  uiiaulrc- 
La  positioa  (le  ce  plan  une  fois  oblcuue  ,  la  oie- 
sure  de  ia  courliure  oiiliuaire,  ii  l'aide  du  ocicle 
oBculateur,  ne  présente  plufiévideiniiicJitaiiinUK 
dirOcullé  nouvelle.  Quanta  la  seconde  courlxuv. 
elle  est  estimée  pai-  l'augle  plus  ou  luoios  grand 
que  forment  cntie  eux  <l£ux  pluus  osculatvurt 
consécutifs,  et  dont  il  est  aisé  de  trouver  géuéra- 
lement  rexpressiou  analytique.  Puui-  établir  plitt 
d'analoyie  entre  la  tlieurîc  de  celle  courliuie  ci 
celle  de  la  premii^re,  oii  pourrait  éf^alemeut  b 
regarder  comme  menuiéc  indircctciueut  d'aprà 
le  ravou   de  la  suhèi-e  oscu/atfice  uni  uasvnJl 
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générale,  concevoir  la  surface  pnrlagée  en  élémcns 
plans  infiniinens  petits  dans  tons  les  sens»  par 
quatre  plans  perpendiculaires  deux  à  deux  aux 
axes  des  coordonnies  œ  ei  t*  Chacun  de  ces  élë- 
niens ,  situé  dans  le  plan  tangent  correspondant^ 
attrait  évidemment  pour  projection  horizontale  y 
le  itectangle  formé  par  les  différentielles  des  deux 
coordonnées  horizontales  ^  et  dont  l'aire  serait 
dxdy*  Cette  aire  donnera  celle  de  l'élément  lui- 
même^  d'après  un  théorème  éléilicntaire  fort  sim»- 
ple ,  en  la  divisant  par  le  cosinus  de  l'angle  que 
&it  le  plan  tangent  avec  le  plan  des  x  >  y.  On 
trouvera  ainsi  que  l'expression  de  cet  élément  est 
gâiéralement  : 


-M 


Cm  dôn^  par  la  double  int^ratton  dé  cette  for- 
mule di  fièrent ielle  à  deux  variables  qu'on  connaî- 
tra, dans  chaque  cas  particulier>  l'aire  de  la  sur- 
face propo  ée ,  autant  que  pourra  le  permettre 
l'imperfection  actuelle  du  calcul  int^ral.  Les 
limites  de  chaque  int^rale  successive  seront  dé- 
terminées par  la  nature  des  surfaces  dont  Tinter- 
aectionavec  celle  que  l'on  considère  devra  circon* 
scrire  l'étendue  à  mesurer,  en  sorte  que,  dans 
l'application  de  cette  méthode  générale,  il  faudra 
apporter  un  soin  particulier  à  la  manière  de  fixer 
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les  cuiistantcs  arbitraires  ou  les  fonctions  arbittai- 
rcs  irilroiliiitcs  [lar  l'int^ration. 

Itclativcinciit  à  la  cubature  des  volumes  tenni- 
iK-s  jxu-  le>  sui-taccs  courbes ,  le  système  de  plans 
à  l'aide  duquel  nous  venons  de  différentier  l'aire, 
pciil  aussi  servir  immédiatemcut  à  décomposer  le 
volume  eu  élémens  polyèdres.  Il  est  clair,  en  effet, 
qui;  l'espace  infiniment  petit  du  second  ordre  com- 
pris oiiti'o  ces  quatre  plans,  doit  être  envisage, 
.suivant  l'esprit  de  la  mélbode  infinitésimale. 
roniuio  e^al  nu  pirallélipipède  rectangle  avant 
pour  liaiiU-ur  l'ordonnée  verticale  z  du  point  que 
l'on  considèi-e  cl  pour  base  le  rectangle  dxdv, 
2  leur  diftérence  est  évidemment  un  iafioi 
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deux  questions  fondamentales,  il  peut  être  utile 
de  remarquer,  d  après  les  équations  différentielles 
précédentes ,  une  .analogie  générale  et  singulière 
qui  existe  nécessairement  entre  elles  y  et  qui  per- 
mettrait de  transformer  toute  recherche  relative 
h  la  quadrature  en  une  recherche  correspondante 
relative  k  la  cubature.  On  voit ,  en  effet ,  que  les 
deux  équations  différentielles  ne  diffèrent  que  par 

le  changement  de  z  en  \/  ^  4-  *."  +  j  en  pas- 
sant delà  seconde  à  la  première.  Ainsi  l'aire  d  une 
surface  courbe  quelconque  peut  être  regardée 
comme  numériquement  ^ale  au  volume  d'un 
corps  terminé  par  une  surface  dont  l'ordonnée 
verticale  aurait  à  chaque  instant  pour  valeur  la 
sécante  de  l'angle  que  fait  avec  le  plan  horizontal 
le  plan  tangent  correspondant  à  la  surface  primi- 
tive,  les  limites  étant  d'ailleurs  supposées  respec- 
tivement les  mêmes. 

Pour  terminer  l'examen  philosophique  de  la 
géométrie  générale  à  trois  dimensions,  il  me  reste 
à  considérer  sommairement  la  belle  conception 
fondamentale  établie  par  Monge  relativement  à  la 
olasaification  analytique  des  surfaces  en  familles 
naturelles ,  qui  doit  être  regardée  comme  le  per- 
fectionnement le  plus  important  qu'ait  reçu  la 
science  géométrique  depuis  Descartes  et  Leib- 
i^iitz. 
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ilëtcriniiîéc  par  los  c:irat 
plus  c  SNcmiols  ,  rt  tl'aiiloi 
Des  la  ioiidalion  (!<*  la  :;<' 
•^êoiiiL'lir.N  onl  cle   involo 
classer  les  surlaces,  coinn 
forme  et  le  ileiiré  do  leur^ 
sideVatioii  qui  >*ot]rit  d'ell 
servir  de  base  à  une  distiue 
iiavait  daboi'd  été  nullemi 
aisé  de  voir  que  ce  prineipe  « 
venablenient  appliealilt*  aux 
cl  du  Si*cond  dt*i;ré,  m*  rempl 
tions  principales  auxcpiels 
travail.  Fn  etl'et ,  un  sait  qu 
tant  1  équation  i;énérale  du  ti 
variables,  jiour  se  bornera  1 
des  diverses  courbes  planes  (| 
1er,  a  reconnu  que  ,  bien  "' 
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riaLlcSy  il  n esi  pas  douteux  quelle  ne  dût  faire 
naître  un  nombre  beaucoup  plus  considérable  en- 
core de  courbes  distinctes  ;  et  ce  nombre  devrait 
évidemment  augmenter  avec  une  prodigieuse  rapi- 
dité d'après  le  degré  de  l'équation.  Si  maintenant 
Ton  passe  aux  équations  à  trois  variables ,  qui , 
vu  leur  plus  grande  complication  ^  présentent  né- 
cessairement bien  plus  de  variété,  il  est  incontes- 
table que  le  nombre  des  surfaces  vraiment  distinc- 
tes qu'elles  peuvent  exprimer  doit  être  encore 
plus  multiplié ,  et  croître  beaucoup  plus  rapide- 
ment d'après  le  degré.  Cette  multiplicité  devient 
telle,  qu'on  s'est  toujours  borné  à  analyser  ainsi  les 
équations  des  deux  premiers  degrés ,  aucun  géo- 
mètre n'ayant  tenté  pour  les  surfaces  du  troisième 
degré  ce  qu'a  exécuté  Newton  pour  les  courbes 
correspondantes.  Il  suit  donc  de  cette  considéra- 
tion évidente  que,  quand  même  l'imperfection 
de  Talgèbre  ne  s'opposerait  ])as  à  l'emploi  indé- 
fini d'un  procédé  semblable ,  la  classification  gé- 
nérale des  surfaces  par  le  degré  et  la  forme  de 
leurs  équations  serait  entièrement  im])raticable. 
Mais  ce  motif  n'est  pas  le  seul  qui  doive  faire  re- 
jeter une  telle  classification  ;  il  n'est  point  même 
le  plus  important.  En  effet ,  cette  manière  de  dis- 
poser les  surfaces,  outre  l'impossibHité  de  la 
suivre^  se  trouve  directement  contraire  à  la  prin- 
cipale destination  de  toute  bonne  classification 
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i[uelcoiiquL- ,  coiisisUnt  à  rapprocher  le  plus  le» 
uns  des  auli'cs  les  objets  qui  offrent  les  relatiou 
les  plus  importanles,  et  i  éloigner  ceux  doutles 
iitmiogics  ont  pou  de  valeur.  L'identité  du  degré 
do  leurs  équations  est ,  pour  les  surfaces ,  un  ca- 
ractère d'une  valeur  géométrique  très-médiocre , 
qui  n'iudiqiic  pas  même  exactement  le  nombre 
des  points  nécessaires  à  l'entière  détermination  de 
elmcunc.  La  propriété  commune  la  plus  impor- 
tante h  considérer  entre  des  surfaces  consiste  éri- 
ilemnieiit  dans  leur  mode  de  génération  ;  tout» 
4%l  les  qui  .sont  engendrées  de  la  même  manière  de- 
vant offrir  nécessairement  ime  grande  analogie 
•géométrique,   tandis  qu'elles  ne  sauraient  a 
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tous  les  degrés  imaginables  y  à  raison  de  la  seule 
différence  secondaire  de  leurs  bases  ;  tandis ,  que 
d'un  autre  côté ,  des  équations  d'un  même  degré 
quelconque  expriment  souvent  des  surfaces  de 
nature  géométrique  opposée,  les  unes  cylindri- 
ques^ les  autres  coniques,  ou  de  révolution ,  etc. 
Une  telle  classification  analytique  est  donc  radi- 
calement vicieuse  j  comme  séparant  ce  qui  doit 
être  réuni,  et  rapprochant  ce  qui  doit  être  distin- 
gué. Cependant)  la  géométrie  générale  étant  en- 
tièrement fondée  sur  l'emploi  des  considérations 
et  des  méthodes  analytiques ,  il  est  indispensable 
que  la  classification  puisse  prendre  aussi  un  carac- 
tère analytique. 

Tel  était  donc   l'état  précis  de  la  difficulté 
fondamen  taie,  si  heureusement  vaincue  par  Mon(^r>: 
les  familles  naturelles  entre  les  surfaces  étant 
clairement  établies  sous  le  point  de  vue  géomé- 
trique d'après  le  mode  de  génération,  il  fallait  dé- 
couvrir un  genre  de  relations  analytiques  destiné 
à  présenter  constamment  une  interprétation  abs- 
ti'aite  de  ce  caractère  concret.  Cette  découverte 
capitale  était  rigoureusement  indispensable  pour 
achever    de  constituer  la  théorie  générale   de.s 
surfaces. 

La  considération,  que  Monge  a  employée  pour 
y  parvenir^  consiste  dans  cette oljservat ion  géné- 
rale, aussi  simple  que  directe  :  les  surfaces  assu- 


* — —  "«i»WW 
que.  on  fonueia 
présentant  i  h  ft 
iainille. 

Ainsi ,  par  exera 
préscnie  ce  cara» 
lansenien  unpoîa 
consUniment  para 
que  la  direction  d 
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ment  par  le  sommet  du  cône.  Si  donc  â; ,  (^,  y, 

désignent  les  coordonnées  de  ce  sommet ,  on  trou- 
vera immédiatement 

pour  l'équation  différentielle  représentant  la  fa- 
mille entière  des  surfaces  coniques. 

Dans  les  surfaces  de  révolution ^  le  plan  tan- 
gent en  un  point  quelconque  est  toujours  perpen- 
diculaire au  plan  méridien  ,  c  est-à-dire  à  celui 
qui  passe  par  ce  point  et  par  Taxe  delà  surface. 
Afin  d'exprimer  analytiquement  cette  propriété 
d'une  manière  plus  simple ,  supposons  que  l'axe 
de  révolution  soit  pris  pour  celui  des  z  :  î'équa- 
tion  différentielle  commime  à  toute  cette  famille 
de  surfaces ,  sera 

.  dz  dz 

Il  serait  superflu  de  citer  ici  un  plus  grand 
nombre  d'exemples  pour  établir  clairement^  en 
général  9  que^  quel  que  soit  le  mode  de  génération, 
toutes  les  surfaces  d'une  même  famille  naturelle 
sont  susceptibles  d'être  représentées  analytique- 
ment par  ime  même  équation  aux  différences  par- 
tielles conien^ïii  des  constantes  arbitraires,  d'après 
une  propriété  commune  de  leur  plan  tangent. 

Afin  de  compléter  cette  correspondance  fon- 
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(lamcntale  et  nécessaire  cnlrc  lu  poinl  de  rat 
{•(ïoinctrique  et  le  poîni  de  vue  analvlicfuc ,  MoDgr 
a  considéré  en  outre  les  êi|ualîon8  finii's  qui  sont 
les  int^rales  de  ces  équations  ditfércniielles,  et 
qu'on  peut  d'adleurs  prCAquc  toujours  facilement 
obtenir  aussi  pr  des  recbcrclies  directes.  Cba- 
cuncde  ces  équations  finies  daic ,  comme  on  le 
sait  par  h*  théorie  générale  de  l'intt^rauon ,  con- 
tenir une  fonction  arLilraire,  si  l'équation  difTé- 
rentielle  est  seulement  du  prcmici-  ordre  ;  ce  qoi 
ii'emiiécbc  pas  que  de  telles  équatiom  ,  quoique 
beaucoup  plus  générales  que  celles  dont  on  s'oc- 
cupe ordinairement ,  iic  jiréseiiienl  un  sens  nette- 
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faces  contient  à  la  fois  deux  fonctions  arbitraires , 
affectées  à  des  combinaisons  distinctes  des  coor- 
données variables  ;  c'est  ce  qni  a  lieu  lorsque  l'é- 
quation diflerentielle  correspondante  doit  être  du 
second  ordre  ;  sous  le  point  de  vue  géométrique , 
cette  indétermination  plus  grande  indique  une 
famille  plus  générale,  et  néanmoins  caractérisée. 
Telle  est  y  par  exemple ,  la  famille  des  surfaces 
développables ,  qui  com[Mrend ,  comme  subdivi- 
sions, toutes  les  surfaces  cylindriques  >  toutes 
les  surfaces  coniques,  et  une  infinité  d'autres 
familles  anal(^ues,  et  qui  peut  cependant  être 
nettement  définie,  dans  sa  plus  grande  généralité, 
comme  étant  Venoeioppe  de  l'espace  parcouru 
par  un  plan  qui  se  meut  en  restant  toujours 
tangent  à  deux  surfaces  fixes  quelconques,  ou 
comme  le  lieu  géométrique  de  toutes  les  tangentes 
à  ime  même  courbe  quelconque  à  double  cour- 
bure. Ce  grouppe  naturel  de  surfaces  a,  pour 
équation  différentielle  invariable,  cette  équation 
très-simple,  découverte  parEuler,  entre  les  trois 
dérivées  partielles  du  second  ordre. 


\dti  éyj    ■"  àxT  ày 


L'équation  finie  contient  donc  nécessairement 
deux  fonctions  arbitraires  distinctes ,  qui  corres- 


|)oiKk-itl  ^ooiitélriqucnicfil  aux  lieux  MiHacCS  in- 

lii'rr'i'intnc'c',  sur  le9r|ueltcs  <toit  glisser  1^  |)Uu  gé- 
ri(-i-.tti-in  .  ou  aux  deux  équations  t|uelconqueï  de 
l.i  .uiifliL-  ilireclticT. 

(^>iu>if|u'il  soit  utile  dti  cDusidcier  iei  équationi 
limes  ili'N  t'aiiiilles  iialurel)i»ilfsurrjrcs  ,  ou  cou- 
çiiil  ni'.iiiinoinsquc  rtud<^tcrminiUiou  des  fonc- 
liouy  :M't)ilr:iire8  qu'elle»  renfermcuL  inévitable- 
iiK-tjl ,  iluit  les  rendi-c  |>eu  propres  à  de»  Iravatn     ; 
;iiialvii(iuc!<    soutenus,  pour  IcMjuels  il  est  l>ieu    1 
IiiL-li'ial.lf  il't.'mployerlcsëquiilioiisdifl'^ntîelleit 
dÙ  il    ii'eiilrc  que  <tc  6iiii])les  ooii»tautct  arbitrai-    i 
iT!i ,  nialgie  leur  nature  indirecte,   (^est  par  U 
que  1  étude  générale  et  régulière  des  pnun^^iJ 
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difficiles  9  il  a  étc  possible  de  délermiiier,  à  l'aide 
du  calcul  des  variations  ;  le  plus  court  chemin 
d'un  point  à  un  autre  sur  une  surface  dévelop- 
pablc  quelconque  ,  sans  qu'il  fût  nécessaire  de  la 
particulariser 9  etc. 

J'ai  cru  devoir  ici  accorder  quelque  dévelop- 
pement à  l'exposition  philosophique  de  cette  belle 
conception  de  Monge  ,  qui  constitue ,  sans  con- 
tredit ,  son  premier  titre  h  la  gloire  ^  et  dont  la 
haute  importance  ne  me  semble  point  avoir  en- 
core été  dignement  sentie ,  excepté  par  Lagrange, 
si  juste  appréciateur  de  tous  ses  émules.  Je  re- 
grette même  d'être  réduit,  par  les  limites  na- 
turelles de  cet  ouvrage^  à  une  indication  aussi 
imparfaite^  où  je  n'ai  pu  seulement  signaler  l'heu- 
reuse réaction  nécessaire  de  cette  nouvelle  géomé- 
trie sur  le  perfectionnement  de  l'analyse,  quant  à 
la  théorie  générale  des  équations  difierentiellcs  à 
plusieurs  variables. 

En  méditant  sur  cette  classification  philoso- 
phique des  surfaces ,  essentiellement  analogue 
aux  méthodes  naturelles  que  les  physiologistes  ont 
tenté  d'établir  en  zoologie  et  en  botanique,  on  est 
conduit  à  se  demander  si  les  courbes  elles-mêmes 
ne  comportent  pas  une  opération  semblable.  Vu 
la  variété  infiniment  moindre  qui  existe  entre 
elles ,  un  tel  travail  est  à  la  fois  moins  important 
et  plus  difficile,  les  caractères  qui  pourraient  ser- 
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vir  dt;  base  it'étant  jMiiut  alors  à  beaucouji  prji 
aussi  Irancliës.  It  a  doue  été  natui'el  que  l'esprit 
humain  s*occupât  d'nbordde  classer  les  surface. 
Mais  on  doit  sans  doule  espérer  que  cet  ordre  de 
considtiiaiioiis  s  etotidra  plus  tard  jusqu'aux coui^ 
bes.  Ou  peut  mcoie  apercevoir  déjà  entre  cUcs 
quelques  familles  vraiment  naturelles ,  cosune 
celle  des  jwraboles  quelconques,  et  celle  de»  hy- 
perboles quelconques  ,  etc.  Ncaonioins,  il  n'a  clé 
encore  produit  aucune  conception  gcuérale  di- 
rectement propre  à  déterminer  une  telle  classifi- 
cation. 

Ayant  ainsi  expu5<i  uussi  nctteoieol  qu'il  m'a 
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QUINZIEME  LEÇON. 


Sommaire.  Coiuidérafions  philosophiques  sur  les  principes 
fondamenUiuz  de  b  mécanique  rationnelle. 


Les  phénomènes  mécaniques  sont,  par  leur 
nature ,  comme  nous  1  ayons  déjà  remarqué  y  à  la 
fois  plus  particuliers 9  plus  compliqués  et  plus 
concrets  que  les  phénomènes  géométriques.  Aussi  y 
conformément  à  l'ordre  encyclopédique  établi 
dans  cet  ouvrage  y  plaçons-nous  la  mécanique  ra- 
tionnelle après  la  géométrie  dans  cette  exposition 
philosophique  de  la  mathématique  concrète , 
comme  étant  nécessairement  d'une  élude  plus 
difficile,  et  pai*  suite  moins  perfectionnée.  Les 
questions  géométriques  sont  toujours  complète* 
ment  indépendantes  de  toute  considération  mé- 
canique ,  tandis  que  les  questions  mécaniques  se 
compliquent  constamment  des  considérations 
géométriques ,  la  forme  des  corps  devant  influer 
inévitablement    sur    les  phénomènes   du  mou- 
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vnnont  l>ii  de  l'èquililir^.  C^Ut  complication  M 
ixtuvrtil  tpJte,  t|De  le  ^lus  shnplc  dungemant 
(Ijus  U  l'orme  d'un  cor]M  sufEit  seul  pour  ang- 
DDi'Qtrr  cstréaoDrnt  les  diDicullÔg  dii  protJéme 
lie  ntêt'aiiitjue  (loni  i)  v*t  le  sujet ,  cooimu  ou  poil 
sVn  fjirv  une  idà^  en  considéraut,  par  exemple, 
l*im[M)rUule  dëJrraiîtuticui  du  U  gi-aviUiion  mit- 
tuflii-  'If  deux  corps  en  résultat  de  celle  de  tou- 
tes It-iir-  molërule»,  question  qui  n'est  encore 
(X)niplcI('niool  résolue  qu'eu  suppoAftut  i  cm 
curps  mil'  forme  sph^riqiic,  et  où  ,  par  conté' 
quent.  Il'  priucîiMl  oitttaclc  vient  «Svidummcnl dos 
circon!«hiiiC(»géomëtrk|iu!s. 

riiisiiue  noiu  avons  n^eonmi  dan*  1m  iMiMM 
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une  confusin  profonde  et  continuelle  entre  le 
point  de  vuiabstrait  et  le  {ioint  de  vue  concret, 
qui  empêche  de  distinguer  nettement  ce  qui  est 
règlement  piyrsique  de  ce  qui  est  purement  lo- 
gique, et  deîéparer  avec  exactitude  les  concep* 
lions  artificie^es  uniquement  destinées  à  faciliter 
Tëtablissemen  des  lois  générales  de  l'équilibre 
ou  du  mouveoent,  des  faits  naturels  fournis  par 
1  observation  ^ective  du  monde  extérieur,  qui 
constituent  lesliases  réelles  de  la  science.  On  peut 
même  reconnàtre  que  l'immense  perfectionne- 
ment de  la  niéanique  rationnelle  depuis  un  siècle, 
soit  sous  le  rapport  de  l'extension  de  ses  théories, 
soit  quant  à  Icir  coordination,  a  fait  en  quel- 
que sorte  rétrograder  sous  ce  rapport  la  conception 
[^ilosophique  de  h  science,  qui  est  communé- 
ment exposée  au  j  our(/hui  d'une  manière  beaucoup 
moins  nette  que  Newton  ne  l'avait  présentée.  Ce 
développement  ayant  été .  en  ciTet ,  essentiellement 
obtenu  par  l'usage  de  plus  en  plus  exclusif  de  1  a- 
nal  jse  mathématique,  l'importance  prépondérante 
de  cet  admirable  instrument  a  fait  graduellement 
contracter  l'habitude  de  ne  voir  dans  la  méca- 
nique rationnelle  que  de  simples  questions  d'ana- 
lyse; et,  par  une  extension  abusive,   quoique 
très-naturelle,  d'une  telle  manière  de  procéder, 
on  a  tenté  d'établir,  a  priori ^  diaprés  des  con- 
sidérations   purement    analytiques,     jusqu'aux 
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mécaoiqne,  qn  «efcene  à  «aTÙagef  le  c 
awnt  PQ  loi-atee,  ■■■  ^CBqa^rîr  de  qndleit- 
B>èi7  J  A  M  détanùoé.  Ainsi  \a_fi3rtesm 
mol  ^Ql^^^  AQ<e,  anirfRMiquB.  (|ne  leSBOtte* 
meas  prodoîMaa  udmi  i  sv  prvduîrr;  et  doi 
forcn  lui  iMpriaiBBt  1  on  même  corps  b  méar 
TilcsK  duM  II  wa^ait  dirccboa  wat  rogaitlte 
comme  nJaHMjœs,  «piriqnc  dÎTcne  que  paûc 
être  Ifur  on^DC,  *tnX  que  le  mouvemeol  pr» 
Tienne  des cootrsciiont  raïucuUira  d'anwiiautl 
ou  de  b  peamteur  Ten  un  centre  mttnctîf ,  ou 
du  choc  d'un  corps  qudfsoqne ,  on  d»  la  dilat^g 
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Cela  poséf  on  peut  caractériser  d'une  uianiâre 
très-précise  le  problème  général  de  la  mécanique 
rationnelle.  Il  consiste  à  déterminer  l'effet  que 
produiront  sur  un  corps  donné  différentes  forces 
quelconques  agissant  simultanément ,  lorsqu'on 
connaît  le  mouirément  simple  qui  résulterait 
de  l'action  isolée  de  chacune  d'elles;  ou,  en  pre- 
nant la  question  en  sens  inverse ,  à  déterminer  les 
laouvemens  simples  dont  la  combinaison  donne- 
rait lieu  à  un  mouvement  composé  connu.  Cet 
énoncé  montre  exactement  quelles  sont  néces- 
sairement les  données  et  les  inconnues  de  toute 
cpiestion  mécanique.  On  voit  que  l'étude  de  l'ac- 
tion d'une  force  unique  n'est  jamais,  àproprement 
parler,  du  domaine  delà  mécanique  rationnelle , 
où  elle  est  toujours  supposée  connue,  car  le 
second  problème  général  n'est  susceptible  d'être 
résolu  que  comme  étant  l'inverse  du  premier. 
Toute  la  mécanique  porte  donc  essentiellement 
sur  la  combinaison  des  forces,  soit  que  de  leur 
concours  il  résulte  un  mouvement  dont  il  faut 
étudier  les  diverses  circonstances ,  soit  que  par 
leur  neutralisation  mutuelle  le  corps  se  trouve 


dispcnsabic ,  est  fastidieuse.  Les  philosophes  allemands,  poiir 
ÔTÎter  cet  înconrcnient,  ont  crdë  b  dénomination  beaucoup  plus 
philosophique  de  pkoronomie^  employée  dans  le  trahc  d^ller- 
Qiann  ,  et  dont  l'adoption  générale  serait  très-désirable. 


5.i(.î  flIlLOSOPHIL    POSITl%*£. 

(idiis  un  <'l.tt  (l'ûijui libre  dunt  il  s'agit  de  fixer  les 
rouditioii»  caractéristiques. 

Lc-s  d''u\  problèmes  {généraux,  l'un  direcl, 
rniilrc  iitv(.T.-<o,daDs  la  solution  desquels  consisk 
la  s(:ii.-ii<:r  dt'  l.t  mécanique,  ont,  sous  le  r3]^rl 
(Irsapplicalioiis,  uoc  importance  c^ale ;  car,tui- 
lôt  K;s  mou  venions  simples  pcuTcnt  être  immedb' 
li^ni'itl  ifludiés  par  l'observation,  tandis  que  h 
i-oiiiiaissanœ  du  mouveuient  qui  résultera  de  leur 
roiiiLiii;ii>on  ne  saurait  être  obtenue  que  parb 
tliL'orii-:  l't  t.intot,  au  contraire,  le  mouvcmeiit 
rijiiipDM'  (H'ut  seul  être  effectivement  observe, 
tiimli*  quL-  les  mouvcmcns  simples,  dont  on  le 
r<'j;ai(lcni  comme  le  produit,  ne  sont  suscepliMw 
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décrira  le  mobile,  sa  direction  et  sa  vitesse 
acquise  À  chaque  instant,  le  temps  qu'il  emploiera 
à  parvenir  à  une  certaine  position,  etc.;  on  poiirra, 
pour  plus  de  généralité^  joindre  aux  deux  forces 
données  larésistance  du  milieu  ambiant,  pourvu 
que  la  loi  en  soit  également  connue.  La  mécani- 
que céleste  présente  un  exemple  capital  de  la 
question  inverse,  dans  la  détermination  des  for- 
ces qui  produisent  le  mouvement  des  planètes 
autour  du  soleil,  ou  des  satellites  autour  des  pla- 
nètes. On  ne  peut  alors  connaître  immédiatement 
que  le  mouvement  composé ,  et  c'est  d'après  les 
circonstances  caractéristiques  de  ce  mouvement, 
telles  que  les  lois  de  Kepler  les  ont  résumées^ 
qu'il  faut  remonter  aux  forces  élémentaires  dont 
les  astres  doivent  être  conçus  animés  pour  corres- 
pondre aux  mouvemens  effectifs;  ces  forces  une 
fois  connues,  les  géomètres  peuvent  utilement 
reprendre  la  question  sous  le  point  de  vue  opposé, 
qu'il  eût  été  impossible  de  suivre  primitivement. 
La  véritable  destination  générale  de  la  mécani- 
que rationnelle  étant  ainsi  nettement  conçue,  con- 
sidérons maintenant  les  principes  fondamentaux 
sur  lesquels  elle  repose ,  et  d'abord  examinons  un 
artifice  philosophique  de  la  plus  haute  importance 
relativement  à  la  manière  dont  les  corps  doivent 
être  envisagés  en  mécanique.  (]ette  c-oiiception 
mérite  d'autant   plus   notre  attention  qu Vile  est 
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<^'iicor<:  hahitiidlorncnt  entourée  d'un  épais  muge 
MK'IapLvsiqiur .  <|ui  cri  fait  méconnaître  la  vraii* 
nature. 

11  sciaii  entiôreiTicnl  impossible  d'étaHir  au- 
cune jii'o|io.sitioji  •;cncrale  sur  1rs  lois  abstraites 
tiv  réijuililiic  ou  du  mouvement,  si  on  ne  com- 
nicnruit  jNir  rei-urdcr  les  corps  comme  absolument 
nieriez ,  c'osi-à-dirc  conune  toiit-à-fait  încapa- 
l>lo.t  <lo  tnodilu'r  spontanément  l'action  des  for- 
c<<s  (]iii  leur  sont  appliquées.  Mais  la  maDièrt- 
iloiil  cctli'  <.'un('Cj)tion  fondamentale  est  ordinai- 
roiitcrit  iirésentéu  me  semble  radicalement  vi- 
ciciiM'.  D'alioi'd  cotte  notion  abstraite,  qui  n'est 
nl<j  artitice  logiciue    ima«iué  par  l'es- 
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cUesHnémes  exclusivement  applicables  à  ce  que 
nous  appelons  les  corps  bruts ,  tandis  qu'elles  se 
vérifient  nécessairement^  au  contraire,  tout  aussi 
bien  dans  les  corps  oi^nisés,  quoique  leur  appli- 
cation précise  y  rencontre  de  bien  plus  grandes 
difficultés.  Il  importe  beaucoup  de  rectifier  sous 
ces  divers  rapports  les  notions  habituelles. 

Nous  devons  nettement  reconnaître  avant  tout 
que  cet  état  passif  des  corps  est  une  pure  abstrac<- 
tion^  directement  contraire  à  leur  véritable  con- 
stitution. 

Dans  la  manière  de  philosopher  primitivement 
employée  par  l'esprit  humain,  on  concevait,  en 
effet ,  la  matière  comme  étant  réellement  par  sa 
nature  essentiellement  inerte  ou  passive,  toute 
activité  lui  venant  nécessairement  du  dehors, 
sous  1  nifluence  de  certains  êtres  surnaturels  ou  de 
certaines  entités  métaphysiques.  Mais  depuis  que 
la  philosophie  positive  a  commencé  à  prévaloir , 
et  que  l'esprit  humain  s'est  borné  à  étudier  le 
véritable  état  des  choses,  sans  s'enquérir  des  c/iii- 
^eJ  premières  et  génératrices,  il  est  devenu  évi- 
dent pour  tout  observateur  que  les  divers  corps 
naturels  nous  manifestent  tous  une  activité  spon- 
tanée plus  ou  moins  étendue.  Il  n'y  a  sous  ce  rap- 
port, entre  les  corps  bruts  et  ceux  que  nous  nom- 
mons i^ar  excellence  a/i//7ie^ ,  que  de  simpl  es 
ilifférences  de  degrés.  D'abord,  les  progrès  de  la 
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philusopliic  naturelle  ont  pleinement  démontre, 
comme  tiou.s  le  constaterons  spécialement  plus 
tard ,  qu'il  n'existe  point  de  matière  vivante  pro- 
pirrucnt  dite  sui  gcneris,  puisqu'on  retrom-e 
dans  \cx  corps  animés  des  élémens  exactement 
i<lcnliqui;s  à  ceux  que  présentent  les  corps  ina- 
iitiiK's.  De  }>Ius,  il  est  aisé  de  reconnaître  dans 
ces  dcriiicis  une  activité  spontanée  exactemeat 
analni^uoà  celle  des  corps  vivans,  mais  seulement 
moins  variée.  \y  cùl-il  dans  toutes  les  molécules 
nialf'i'ii'Jics  d'autre  propriété  que  la  pesanleui, 
cela  sufliiail  pour  interdire  à  tout  physicien  de 
les  legarder  comme  csscnliellemcnt  passives.  Ce 
serait   vainement  qu'on    voudrait    présenter  1 
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inc^lité  des  deux  masses.  Enfin ,  dans  une  foule 
d'autres  phénomènes  paiement  universels^  ther- 
mologiques ^  électriques  9  ou  chimiques  y  la  ma- 
tière nous  présente  évidemment  une  activité 
spontanée  très- variée  ^  dont  nous  ne  saurions 
plus  la  concevoir  entièrement  privée.  Les  corps 
vivans  ne  nous  offrent  réellement  à  cet  égard 
d  autre  caractère  particulier  que  de  manifester , 
outre  tous  ces  divers  genres  d'activité ,  quelques- 
uns  qui  leur  sont  propres ,  et  que  les  physiolo- 
gistes tendent  d'ailleurs  de  plus  en  plus  à  envi- 
sager comme  une  simple  modification  des  précé- 
dens.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  estiucontestahle  que 
Tétat  purement  passif^  dans  lequel  les  corps  sont 
considérés  en  mécanique  rationnelle^  présente , 
sous  le  point  de  vue  physique,  une  véritable  ab- 
surdité. 

Examinons  maintenant  comment  il  est  possible 
qu'une  telle  supposition  soit  employée  sans  aucun 
inconvénient  dans  l'établissement  des  lois  ab- 
straites de  l'équilibre  et'du  mouvement,  qui  n'en 
seront  pas  moins  susceptibles  ensuite  d'être  con- 
venablement appliquées  aux  corps  réels.  D  suffit , 
pour  cela,  d'avoir  égard  à  l'importante  remarque 
préliminaire  rappelée  ci-dessus,  que  les  mouve- 
mens  sont  simplement  considérés  en  eux-mêmes 
dans  la  mécanique  rationnelle ,  sans  aucun  ^ard 
nu  mode  quelconque  de  leur  production.  De  là 


««■•l»  comme  A„,  ,. ,  ™"*"' 

*  force  tZlTr°  ''  «'°' 
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à  toute  autre  propriété  naturelle  »  qu'il  sera 
toujours  possible  de  remplacer  par  la  supposition 
d'une  action  externe,  consti*uitede  manière  à  pro- 
duire le  même  mouvement ,  ce  qui  permettra  de 
se  représenter  le  corps  comme  purement  passif; 
seulement  9  à  mesure  que  l'observation  ou  l'ex- 
périence feront  connaître  avec  plus  de  précision 
les  lois  de  ces  forces  intérieures  y  il  faudra  tou- 
jours modifier  en  conséquence  le  système  des 
forces  extérieures  qu'on  leur  substitue  hypothé- 
tiquemcnt,  ce  qui  conduira  souvent  à  une  très- 
grande  complication.  Ainsi,  par  exemple ^  l'ob- 
servation ayant  appris  que  le  mouvement  vertical 
d'un  corps  en  vertu  de  sa  pesanteur  n'est  point 
uniforme,  mais  continuellement  accéléré,  on  ne 
pourra  point  l'assimiler  à  celui  qu'imprimerait  au 
corps  une  impulsion  unique  dont  l'action  ne  se 
renouvellerait  plus^  puisqu'il  en  résulterait  évi- 
demment une  vitesse  constante:  on  sera  donc 
obligé  de  concevoir  le  corps  comme  ayant  reçu 
successivement,  à  des  intervalles  de  temps  infini- 
ment petits,  une  série  infinie  de  chocs  infiniment 
petits,  tels  que,  la  vitesse  produite  par  chacun 
s'ajoutant  d'une  manière  continue  à  celle  qui 
l'ésulte  de  l'ensemble  des  précédons,  le  mouve- 
ment effectif  soit  indéfiniment  varié;  et  si  l'expé- 
rience prouve  que  l'accélération  du  mouvement 
est  uniforme ,  on  supposera   tous  ces  chocs  suc- 
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i-cssits  L'oiiKt.1  minent  égaux  entre  eux:  dans  tont 
:iiitrit  cas,  il  Tiudra  leur  supposer,  soit  pour  la 
iliicrlion,  soil  pour  rintensité,  une  relalicm 
os.ictcinciit  •'onfurme  à  la  loi  réelle  de  la  varia- 
lion  iln  iniiuvciiieiit;  mais,  à  ces  conditions,  il 
csl  clair  i[iu'  la  sul>stitution  sera  toujours  pos- 
.•.il.lc. 

Il  .s(-3'aii  inutile  d'insister  beaucoup  pour  faire 
■icnlir  riiid'HjHnsable  nécessité  de  supposer  les 
roi'}i.><  d.m.-<  lit  état  complètement  passif,  oà  l'on 
n'.ipltisà   cuiisidcrcr  que  les  forces   extérieures 


T" 


ahslraitc; 


nt  appliquées,  afin  d'établir  les  lois 
(le  ri'unililirc  cl  du  mouvement.  On 
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fffet,  la  principale  ilIlGi'ult^  qu'on  (îprouve  pour 
opérer  la  transition  de  l'abstrait  au  concret  en 
inccani({uo,  diflicultô  (|ui  lioiite  singulièrement 
dnns  la  réalite  les  applications  importantes  de 
celle  science,  dont  le  domaine  théorique est>  en 
lui-même,  nécessairement  indéfini.  Afin  de  don- 
ner une  idée  de  la  portée  de  cet  obstacle  fonda- 
mental ,  on  peut  dire  que ,  dans  l'eut  actuel  de 
la  science  matbématique,  il  n'y  a  vraiment  qu'une 
seule  propriété  naturelle  et  générale  des  corps 
dont  nous  sachions  tenir  compte  d'une  manière 
convenable,  c'est  la  pesanteur,  soît  terrestre,  soit 
universelle;  et  encore  faut-il  supposer,  dans  ce 
dernier  cas,  que  la  forme  des  corps  est  sufllsam- 
menl  simple.  Mais  si  cette  propriété  se  complique 
de  quelques  autres  circonstances  physiques, 
comme  la  résistance  des  milieux ,  les  frotte- 
mcns ,  etc.,  si  même  les  corps  sont  seulement  sup- 
fKtsCfi  à  l'état  fluide,  ce  n'est  encore  que  fort  im- 
Iiarlaitomciil  qu'où  est  parvenu  jusqu'ici  à  en 
apprécier  l'influence  dans  les  phénomènes  méca- 
niques. A  plus  forte  raison  nous  est-il  impossible 
de  prendre  en  considération  les  propriété»  élec- 
triques ou  chimiques,  et,  bien  moins  encore,  les 
propriétés  phvsiologifpies.  Aussi  les  grandes  ap- 
plications de  la  mécanique  raiiormctle  sont-elles 
rcellcujcnt  bornées  jusqu'ici  aux  seuls  phénumâ- 

I célestes ,  et   même  à  ceiLx  de  notre  système 
TOMi;   I.  j^8 
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Iaii<:.  <<ù  il  suffit  d'avoir  unujuement  égardî 
11'  ^laNil.iliuii  générale,  dont  la  loi  csl  simple  et 
l'ii  ilt'CL-riuiiiéc ,  et  qui  [U'ésciite  néanmoins 
s  <lit'li<-iilté«  qu'on  ite  sait  point  encore  sur- 
Kuti  r  <-iiiu|)lctcmcnt,  lorsqu'on  veut  tenirun 
iiii|>ii.'i'\;ii:l  lie  toutes  ks  relations  secondaiits 
i»'c'|itilil<-.s  dVfTcts  apj>rcciul>lcs.  Un  conçoit  par 
.1  rjiii'l  dogré  les  <|uestion$  doivent  se  com- 
iijiii'i  c|iinml  on  piisse  à  la  mécanique  terrestre, 
iiii  1.1  plM)iart  des  phénuiiièncs ,  même  les  plu» 
iiilili'>,  (11-  coniportiTOiit  probablement  jamais, 
I  la  liiililissf  d(!  nus  mnyeiiii  rwls,  une  e'tnde 
iiciiicul  nilionnclle  0[  pourlinit  exacte  d'apî-is 
lo$delaniérani([ue  abstraite,  quoi- 
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lois  ,  dont  la  nolion  ordinaire  est  encore  essentiel- 
lement niclaphysique. 

Les  lois  fondamentales  du  mouvement  me  sem- 
blent pouvoir  être  réduites  à  trois ,  qui  doivent 
être  envisagées  comme  de  simples  résultats  de 
1  observation,  dont  il  estabsurdede  vouloir  établir 
,  a  priori  la  réalité ,  bien  qu'on  Tait  tenté  fréquemr 
ment. 

La  première  loi  est  celle  qu'on  désigne  fort  mal 
à  propos  sous  le  nom  de  loi  d inertie.  Elle  a  été 
découverte  par  Kepler.  Ellle  consiste  propre- 
ment en  ce  que  tout  mouvement  est  naturelle- 
ment rectiligne  et  uniforme  ,  c'est-à-dire  que  tout 
corps  soumis  à  Faction  d^une  force  unique  quel- 
conque 9  qui  agit  sur  lui  instantanément,  se  meut 
constamment  en  ligne  droite  et  avec  une  vitesse  in- 
variable. L'influence  de  l'esprit  métaphysique  se 
manifeste  particulièrement  dans  la  manière  dont 
cette  loi  est  communément  présentée.  Au  lieu  de 
se  borner  à  la  r^arder  comme  un  fait  observé ,  on 
a  prétendu  la  démontrer  abstraitement,  par  une 
application  du  principe  de  la  raison  suffisante , 
qui  n'a  pas  la  moindre  solidité.  En  effet^  pour  ex- 
pliquer ,  par  exemple ,  la  nécessité  du  mouvement 
rectiligne,  on  dit  que  le  corps  devait  suivre  la 
ligne  droite  ,  parce  qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
qu'il  s'écarte  d'un  côté  plutôt  que  d'un  autre  de 
sa  direction  primitive.  Il  est  aisé  de  constater  l'in- 

38. 


dos  choses  ne  nous  soi 
ri  nécessai renient  inlen 
live  ?  IVailleurs  un  tel  [ 
l'adnietu-ait ,  ne  compo. 
application  va^uc  et  arl 
du  niouvc^nient ,  c  csl-à-< 
rai*<;ument  devrait  elre  < 
la  trajecloire  du  corps  n 
tèi-e  géométrique  détern 
ment  après  que  le  corps 
espace  qu'on  peut  constate 
Il  est  évident ,  j^ar  la  géo 
ment  initial,  au  lieu  det 
tilignCy   pourrait  être  in 
circulaire,  parabolique, 
ligne  tangente  à  la  trajecti 
que  la  même  argumentai 
cune  de  ces  lignes  .  r«  m^ 
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métaphysiques  ^  il  se  réduit  réellement  à  répéter 
en  termes  abstraits  le  fait  lui-même ,  et  à  dire 
que  les  corps  ont  une  tendance  naturelle  à  se 
mouvoir  en  ligne  droite,  ce  qui  était  précisément 
la  proposition  à  établir*  L'insignifiance  de  ces 
considérations  vagues  et  arbitraires  finira  par  de- 
venir palpable  si  Ton  remarque  que ,  par  suite 
de  semblables  argumens,  les  philosophes  de  l'an- 
tiquité» et  particulièrement  Âristote,  avaient , 
au  contraire 9  regardé  le  mouvement  circulaire^ 
comme  naturel  aux  astres  ,  en  ce  qu'il  est  le  plus 
parfait  de  tous^  conception  qui  n'est  également 
que  renonciation  abstraite  d'un  phénomène  mal 
analysé. 

Je  me  suis  borné  à  indiquer  la  critique  des 
raisonnemens  ordinaires  relativement  à  la  pre- 
mière partie  de  la  loi  d'inertie.  On  peut  faire  des 
remarques  parfaitement  analogues  au  sujet  de  la 
seconde  partie ,  qui  concerne  l'invariabilité  de  la 
vitesse ,  et  qu'on  prétend  aussi  pouvoir  démon- 
trer abstraitement ,  en  se  bornant  à  dire  qu'il  n'y 
a  pas  de  raison  pour  que  le  corps  se  meuve  jamais 
plus  lentement  ou  plus  rapidement  qu'à  l'origine 
du  mouvement. 

Ce  n'est  donc  point  sur  de  telles  considérations 
quon  peut  solidement  établir  une  loi  aussi  im- 
portante f  qui  est  un  des  fondemens  nécessaires 
de  toute  la  mécanique  rationnelle.  Elle  ne  saurait 


force  unique  se  meut  coui 
et ,  s'il  se  dcvic ,  nous  p 
ter  que  cette  modilicatio 
fanée  de  quelque  autre  fc 
enfin  les  mouvemenscurv 
montrent  clairement ,  |)ar 
dus  à  ce  qu'on  appelle  la 
les  corps  conservent  const 
naturelle  à  se  mouvoir  eu 
pour  ainsi  dire  aucun  phéi 
qui  ne  puisse  nous  fournir  u 
de  cette  loi,  sur  laquelle  est 
l'économie  de  lunivers.  Il  i 
vcmentà  runiformité  du  i 
faits  nous  prouvent  que.  si 
tivement  imprimé  se  raient 
ment  et  finit  par  s'éteindre 
vient  des  résistances  que 
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iacles.  On  sait  que  le  simple  mouyement  d'un 
pendule  dcarté  de  la  verticale  y  qui ,  dans  les  cir- 
constances ordinaires^  se  maintient  à  peine  pen- 
dant quelques  minutes ,  a  pu  se  prolonger  jus- 
qu'à plus  de  trente  heures ,  en  diminuant  autant 
que  possible  le  frottement  au  point  de  la  suspen- 
sion^ et  faisant  osciller  le  corps  dans  un  vide  très- 
approche  9    lors    des  expériences    de  Borda    à 
l'Observatoire  de  Paris  pour  déterminer  la  lon- 
gueur du  pendule  à  secondes  par  rapport  au  mètre. 
Les  géomètres  citent  aussi  avec  beaucoup  de  raison, 
comme  une  preuve  manifeste  de  la  tendance  na- 
turelle des  corps  à  conserver  indéfiniment  leur 
vitesse  acquise,  l'invariabilité  rigoureuse  qu'on 
remarque  si  clairement  dans  les  mouvcmens  ce- 
lestes,  qui,  s'exécutantdansun  milieu  d'une rarelc 
extrême  ,  se  trouvent  dans  les  circonstances  les 
plus  favorables  à  une  parfaite  observation  de  la 
loi  d'inertie ,  et  qui,  eu  effet,  depuis  vingt  siè- 
cles qu'on  les  étudie  avec  quelque  exactitude ,  ne 
nous  présentent  point  encore  la  moindre  altéra- 
tion certaine ,  quant  h  la  durée  des  rotations ,  ou 
à  celle  des  révolutions,  quoique  la  suite  des  temps 
et  le  perfectionnement  de  nos  moyens  d'apprécia- 
tion doivent  probablement  nous  dévoiler  un  jour 
quelques  variations  encore  inconnues. 

Nous  devons  donc  regarder  comme  une  grande 
ioi  de  la  nature  celte  tendance  spontanée  de  tous 
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et  )a  réaction;  cestrà-dire,  que  toutes  les  fois 
qu  un  corps  est  mû  par  un  autre  d'une  manière 
quelconque ,  il  exerce  sur  lui ,  eu  sens  inverse^ 
une  réaction  telle,  quele  second  perd,  enraisondes 
niasses  y  une  quantité  de  mouvement  exactement 
^le  à  celle  que  le  premier  a  reçue.  On  a  essayé 
quelquefois  d  établir  aussi  a  priori  j  ce  théorème 
général  de  philosophie  naturelle,  qui  n'en  est  pas 
plus  susceptible  que  le  précédent.  Mais  il  a  été 
beaucoup  moins  le  sujet  de  considérations  so- 
phistiques ,  et  presque  tous  les  géomètres  s'accor^ 
dent  maintenant  à  le  regarder  d'après  Newton 
comme  un  simple  résultat  de  l'observation  , 
ce  qui  me  dispense  ici  de  toute  discussion  ana- 
logue à  celle  de  la  loi  d'inertie.  Cette  égalité 
dans  l'action  réciproque  des  corps  se  manifeste 
dans  tous  les  phénomènes  naturels,  soit  que  les 
corps  agissent  les  uns  sur  les  autres  par  impulsion, 
soit  qu'ils  agissent  par  attraction  ;  il  serait  superflu 
d'en  citer  ici  des  exemples.  Nous  avons  même 
tellement  occasion  de  constater  cette  mutualité 
dans  nos  observations  les  plus  communes,  que 
nous  ne  saurions  plus  concevoir  un  corps  agissant 
sur  un  autre,  sans  que  celui-ci  réagisse  sur  lui. 

Je  crois  devoir  seulement  indiquer,  dès  ce  mo- 
ment, au  sujet  de  cette  seconde  loi  du  mouve- 
ment, une  remarque  qui  me  semble  importante. 
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ei  qui  d'ailleurs  sera  conveQablemcDt  déveio()fiêe 
daus  la  dix-septième  leçon.  EllecoiuistecacetjiiF 
le  célèbre  principe  de  d'Alemberl ,  d'apràt  leqad 
on  parvient  k  transformer  si  heureusement  tMils 
les  questions  de  dynamique  en  simples  qucslJMU 
de  statique ,  n'est  Traimcnl autre  chose  que  U  f;è- 
néralisation  complète  de  la  loi  de  Newton,  éten- 
due à  un  système  quelconque  de  forces.  Ce  prin- 
cipe en  effet  coïncide  évidcmnient  avec  ccltn 
de  l'égalitë  entre  l'action  et  la  râiction,  lorsqu'on 
ne  considère  que  deux  force».  Une  telle  oorrâi- 
tion  permet  de  concevoir  désormais  la  propotr- 
tion  générale  de  d'Alembcrt  comme  ayant  ont 
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que  n'altère  point  les  mouyemens  particuliers  de 
ces  difierens  corps  les  uns  à  Fi^rd  des  autres, 
mouyemens  qui  continuent  à  s'exécuter  comme 
si  l'ensemble  du  syst&me  ëtait  immobile.  Pour 
énoncer  cet  important  principe  avec  une  préci- 
sion rigoureuse ,  qui  n'exige  plus  aucune  restric- 
tion >  il  faut  concevoir  que  tous  les  points  du  sys- 
tème décrivent  à  la  fois  des  droites  parallèles  et 
^les,  et  considérer  que  ce  mouvement  général , 
avec  quelque  vitesse  et  dans  quelque  direction 
qu'il  puisse  avoir  lieu ,  n'affectera  nullement  les 
mouvemens  relatifs. 

Ce  serait  vainement  quon  tenterait  d'établir 
par  aucune  idée  a  priori  cette  grande  loi  fonda- 
mentale ^  qui  n'en  est  pas  plus  susceptible  que 
les  deux  précédentes.  On  pourrait  ^  tout  au  plus, 
concevoir  que  si  les  corps  du  système  sont  entre 
eux  à  l'état  de  repos,  ce  déplacement  commun,  qui 
ne  cbange  évidemment  ni  leurs  distances  ni  leurs 
situations  respectives ^  ne  saurait  altérer  cette  im- 
mobilité relative  :  encore  même,  l'ignorance  abso- 
lue où  nous  sommes  nécessairement  de  la  nature 
intime  des  corps  et  des  phénomènes  i  ne  nous 
permet  point  d'affirmer  ratioimellement,  avec  une 
sécurité  parfaite,  que  l'introduction  de  cette  cir- 
constance nouvelle  ne  modifiera  pas  d'une  ma- 
nière inconnue  les  conditions  primitives  du  sys- 
tème. Mais  l'insuffisance  d'une  telle  ai*gumen ta tion 


*.n.aHachantàfaireal«t. 

«*«enlquepo«iL/e,d«o 
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*  coiutater  qu'aucune  coa 
»e  nous  donne  Je  droit  de  c 

le  mouvement  générai  „e  fer 
2«^n»dan.|«„.ouvea,o,» 
r^^"^»;  vrai, que  Joi^ueC 

•«teieve  de  toutes  par.5„u, 

;  ^"«^    tendant  i  prouver 

Honnelle  d'une  tell^  Z^ 
..;_  *^  proposai, 

«•"nement  admise,  que  Jo«q, 

PO'm  de  vue  logique  pourl. 
^•ue  physique. 
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8«°'-^  de  JoiMervation  et  de 
«1*:  î«'  peut  être  eu  effet  so 
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mène  dynamique  qui  n'en  puisse  offrir  une  preuve 
scDsifalc;  et  toute  rt^conomie  de  l'univers  serait 
évidemment  bouleversée  de  fond  en  comUe,  si 
on  supposait  que  celte  loi  n'exisii^t  plus.  C'est 
ainsi ,  par  exemple ,  que  dans  le  mouvement  gë* 
nérul  d'un  vaisseau,  quelque  rapide  qu'il  puisse 
^tre  et  suivant  quclcpie  direction  qu'il  ait  Heu, 
les  mouvemens  relatifs  continuent  à  s'exécuter, 
sauf  les  altérations  provenant  du  roulis  et  du  tan< 
gage,  exactement  comme  si  le  vaisseau  était  im- 
mobile, en  se  composant  avec  le  mouvement  lolal 
pour  un  oliservateur  qui  n'y  {participerai t  pas.  De 
même,  nous  voyons  conlinuellcnicnt  le  dcplace- 
meol  général  d'un  foyer  chimique ,  ou  d'un  corps 
vivant,  n'atfecter  en  aucune  manière  les  mouve- 
mens internes  qui  s'y  exécutent.  C'est  ainsi  sai^ 
tout,  pourciter  l'exemple  le  plus  important,  que 
le  mouvement  du  glolje  terrestre  ne  trouble  ntd- 
lement  les  phénomènes  mécaniques  qui  s'opàrent 
à  sa  surface  ou  dans  son  intérienr.  On  sait  que 
l'ignorance  de  cette  troisième  loi  du  mouvement 
a  été  précisément  le  principal  olwtacle  scientifique 
qui  s'est  opposé  pendant  si  long-temps  h  l'établis- 
sement delà  théorie  de  Copernic,  eontie  laquelle 
iiue  telle  considération  présentait  alors,  en  effet, 
des  objections  insurmontables,  dont  tes  coper- 
itteiens  n'avaient  essayé  de  se  dégager  que  par  de 
vaines  sublilitt^  ntétapliysicjues  avant  la  déoou- 


^Gà  l'UlLOSOPHlE    POSITIVE. 

><'i't<i  (le  Giililce.  Mais,  depuis  qiic  le  mouvement 
i!r  la  t(Tn^  a  clc  universellement  recoQDU,  les 
KiroiiK-trc.s  l'ont  présenté,  avec  raison,  comme of- 
lV:iut  liii-mênie  une  conBrmatîoa  essentielle  de 
l;i  iriiliteilo  ci:ltcloi.  Laplace  a  propose  à  ce  sujet 
iiik:  i'(>ii.-<i<l<!ration  indirecte  fort  ingénieuse,  que 
ji'  cKiJs  li  ilc-  d'indiquer  ici,  parce  qu'elle  nous 
iiniiitrc  li;  principe  de  l'indépendance  des  mou- 
\i.'iuiiisMHi>  la  vérificalion  d'une  expérience  con- 
[iiiiji'lli' 1 1  I rès-iiciisiblc.  Elle  consiste  à  reoiar- 
[III' ,  si  \c  mouvement  général  de  la  terre 
t  :<lli-i'cren  aucune  manière  les mouvemcns 
tlii-rs  qui  s'exécutent  à  sa  surface,  cetle 
idcmmcnt  être  la  même 


IkU'l 
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comporte  i  sous  ce  rapport ,  Fëtat  actuel  de  nos 
moyens  d'observation. 

Afin  de  prévenir  toute  interprétation  inexacte 
et  toute  application  vicieuse  de  la  troisième  loi 
du  mouvement ,  il  importe  de  remarijuer  que , 
par  sa  nature ,  elle  n'est  relative  qu^aux  mouve- 
mens  de  translation,  et  qu'on  ne  doit  jamais  re- 
tendre à  aucun  mouvement  de  rotation.  I..e$  mou- 
vemens  de  translation  sont  évidemment ,  en  ef- 
fet, les  seuls  qui  puissent  être  rigoureusement 
communs^  pour  le  degré  aussi  Lien  que  pour  la 
liirection,  à  toutes  les  diverses  parties  d'un  sys- 
tème quelconque.  Cette  exacte  parité  ne  saurait 
jamais  avoir  lieu  quand  il  s^agit  d'un  mouve- 
ment de  1  otatiou  ,  qui  présente  toujours  néces- 
sairement des  inégalités  entre  les  diverses  parties 
du  système ,  suivant  qu'elles  sont  plus  ou  moins 
éloignées  du  centre  de  la  rotation.  C'est  pour- 
quoi tout  mouvement  de  ce  genre  tend  constam- 
ment à  altérer  letat  du  système,  et  l'altère  en 
effet  si  les  conditions  de  liaison  entre  les  diverses 
parties  ne  constituent  pas  une  résistance  suffi- 
sante. Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  d'un  vais- 
seau ,  ce  n'est  pas  le  mouvement  général  de 
progression  qui  peut  troubler  les  mouvemens 
particuliers  ;  le  dérangement  n'est  dû  qu'aux  ef- 
fets secondaires  du  roulis  et  du  tangage  ,  qui  sont 
des  mouvemens  de  rotation.  Qu'une  montre  soit 
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simt^niPnt  transportée  ilaira  uok  direction  qnd- 
conquc  avec  autant  de  ritpidi(<ï  qu'on  Toudn, 
mais  sans  toiu'ucr  nullcmenl ,  elle  n'en  aen  gV 
mais  affectce  ;  tandis  qu'iui  médiocre  iiioufemciii 
de  rotation  suffira  seul  pour  dcraiif^er  pruuptc- 
ment  sa  marche.  La  dift^reuceentre  CCS  deuxeffcu 
deviendrait  surtout  sen»iblc,  en  rëpêtant  l'ttpé- 
rience  sur  un  corps  vivant.  Enfin  ,  c'est  pat  fmie 
d'une  telle  distinction,  que  nous  ne  saurions  avdr 
aucun  moyen  de  comtattfTf  par  des  |>hcoo(nèDei 
purement  terrestres  ,  la  réalité  du  mouvement  de 
translation  de  la  terre ,  tfiti  n'a  pu  être  dccon- 
vert  que  par  des  observations  célestes  ;  tandis  que, 
relativement  ù  son  ninuvcnient  de  rotation,  il  dé>  ■ 
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loi  du  mouvemcDt.  En  effet,  la  proposition  do  pa- 
rallélogramme des  forces ,  envisagée  sous  le  point 
de  vue  le  pliisposUtl ,  consiste  proprement  en  ce 
que.  lorscfuVu  corps  est  auiraé  à  la  fois  de  deux 
mouvemeus  uniformes  dans  des  directions  quel- 
concjues,  il  décrit ,  en  vertu  de  leur  combinaison, 
la  diagonale  du  p.iraIlélogrammc  dont  il  eût  dans 
m£nie  temps  décrit  séparément  les  côtés  c 
lu  de  chaque  mouvement  isolé.  Or  n'est-ce  ) 
pas  U  évidemment  une  simple  application  directe 
du  principe  de  l'indépendance  des  niouvemens  , 
d'après  lequel  le  mouvement  particulier  du  corps 
le  ton>^  d'une  certaine  droite  n'est  nullement  trou- 
blé par  le  mouvement  général  qui  entraîne  paral- 
lèlement îi  elle-même  la  totalité  de  cette  droite 
le  long  d'une  autre  droite  quelconque?  Celle  con- 
sidération conduit  sur-le-champ  à  la  construction 
géométrique  énoncée  par  la  règle  dupar.'dlélo- 
grammc  des  forces.  C'est  ainsi  que  ce  théorème 
foudamenlal  de  la  mécanique  rationnelle  me  pa- 
raît être  présenté  directement  comme  ime  loi  na- 
loreUe,  ou  du  moins  comme  une  application 
immédiate  d'une  des  plus  grandes  lois  de  la  na- 
ture. Telle  est,  à  mon  gré,  la  seule  manière 
vraiment  philosophique  d'établir  solidement  cette 
importante  proposition,  pour  écarter  déûuitive- 
ment  tous  les  nuages  métaphysiques  dont  elle  est 
OME  I.  39 
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cieiise  et  sur  une  fausse  a 
aualylicjuo  de  rhoniogcneii 
que  la  proposition  est  rV. 
dans  certains   ci\s   particu. 
forées,  par  exemple,  agiss 
droite,  évidence  qui  ne  pei 
1  observation  effective  de  la 
dépendance  des  mouvemens 
litése  trouve  ainsi  irrécusaL 
serait  étrange,  en  effet ,  pou 
directement  la  question  sous 
losophique,  que,  par  de  sini 
giques,  l'esprit  humain  pût  a 
réelle  de  la  nature ,  sans  coni 
monde  extérieur. 

Cette  notion  cLint  de  la  pi 
quant  à  la  manière  de  conce^ 
tionnelle,  et  sepirt*»»^»  '  - 
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malgré  tous  les  efforts  des  géomètres  pour  éluder 
à  cet  égard  l'emploi  des  considérations  expérimen- 
tales ,  la  loi  physique  de  l'indépendance  des  mou- 
vemens  reste  implicitement  y  même  de  leur  aveu 
unanime  9  une  des  bases  essentielles  de  la  méca- 
nique j  quoique  présentée  sous  uuc  forme  diffé- 
rente et  à  une  autre  époque  de  l'exposition. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  reconnaître  que  cette 
loi  ,  au  lieu  d'être  exposée  directement  dans  Té- 
tude  des  prolégomènes  de  la  science  ^  se  retrouve 
plus  tard  admise  par  tous  les  géomètres,  comme 
établissant  le  principe  de  la  proportionnalité  des 
vitesses  aux  forces ,  base  nécessaire  de  la  dyna- 
mique ordinaire. 

Afin  de  saisir  convenablement  le  vrai  caractère 
de  cette  question  ,  il  faut  remarquer  que  les  rap- 
ports des  forces  peuvent  être  déterminés  de  deux 
manières  différentes  ^  soit  par  le  procédé  statique, 
soit  par  le  procédé  dynamique.  Eu  effet,  nous  ne 
jugeons  i)as  toujours  du  rapport  de  deux  forces 
d'après  l'intensité  plus  ou  moins  grande  des  mou- 
veniens  qu'elles  j)euvent  imprimer  à  un  même 
corps.  Nous  l'apprécions  fréquemment  aussi  da- 
près  de  simples  considérations  d'équilibre  mu- 
tuel, en  regardant  comme  égales  les  forces  qui, 
appliquées  en  sens  contraire,  suiv«int  une  même 
droite  ,  se  détruisent  réciproquement ,  et  ensuite 
romme  double,  triple,  etc.  d'une  autre,  la  force 

5(j. 
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qui   ferait  équilibre  à  deux,   trou,  etc.  ,  for 
«gales  à  celle-ci ,  et  toutes  directement  oppo»Hs 

à  la  seconde.  Ce  uouveiiu  moyen  de   mesure  cat , 

eiirôalile,  tout  aussi  usité  que  le  iiréoédeitt.  Ceti 
posé ,  la  question  consiste  eMeuticllemeui  à  ntoir 
41  los  deux  moyens  sont  toujours  et  oéceaBÎro- 
laeot  équivaleiis  ,  c'est si-dire  m  ,  le»  rapport»  do 
forces  étant  d'aliord  souleaietit  définis  par  Lioob- 
«idéraliou  statique ,  il  s'eusnivra  ,  bous  le  poiotdc 
vucdyiiamiquc,  quelles imprimeranii  uuenténu 
ina&se  des  vitesses  qui  leur  soient  cxaclcraent  pro- 
portionnelles. Cette  corrélalio»  n'est  nullement 
évideiue  par  elie-inèmc  ;  toutati  pluspeut-oueon- 
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corps ,  en  vertu  d'une  certaine  force  y  a  parcouru 
un  espace  détermine  suivant  une  certaine  diroite> 
et  qu'on  vienne  à  ajouter ,  selon  la  môme  direc* 
tion ,  une  seconde  force  ^ale  à  la  première  ;  d  au- 
près la  loi  de  l'indépendance  des  mouvemens  ^ 
celle  nouvelle  force  ne  fera  que  déplacer  la  tota- 
lité de  la  droite  d'application  d'une  égale  quantité 
dans  le  même  temps  ^  sans  altérer  le  mouvement 
du  corps  le  long  de  cette  droite ,  en  sorte  que , 
par  la  composition  des  deux  mouvemens ,  ce  corps 
aura  effectivement  parcouru  un  espace  double  de 
celui  qui  correspondait  à  la  force  primitive.  Telle 
est  la  seule  manière  dont  on  puisse  réellement 
constater  la  proportionnalité  générale  des  vitesses 
aux  forces,  que  je  dois  ainsi  me  dispenser  de  re- 
garder comme  une  quatrième  loi  fondamentale 
du  mouvement ,  puisqu'elle  rentre  dans  la  troi- 
sième. 

U  est  donc  évident  que  ,  quand  on  a  cru  pou- 
voir se  dispenser  en  mécanique  du  fait  géné- 
ral de  l'indépendance  des  mouvemens  pour  établir 
la  loi  fondamentale  de  la  composition  des  forces, 
la  nécessité  de  regarder  cette  proposition  de  phi- 
losophie naturelle  comme  une  des  bases  indispen- 
sables de  la  science  s'est  reproduite  inévitablement 
pour  démontrer  la  loi  non  moins  importante  des 
forces  proportionnelles  aux  vitesses  »  ce  qui  met 
cette  nécessité  hors  de  toute  contestation .  Ainsi 


..  v*» 


•  •» 


I   ».     »   I 


•  •■••••!■ 

■    •  *•  •     .. 

*       'fi'-*-.     I...,-;.     •: 
•  ••••'•'"--.'■  t":  ..'... h  :..,..,, 


J    î      ^ 


i 


4^^ 


*        ».  . 


'••J''->  sont  donc  J.-,fr....u 


MATHÉMATIQUES.  5jJ 

rieur ,  peut  solidement  (ftablir  l'édifice  systéma- 
tique de  la  science.  Quoique  ces  trois  lois  me 
semblent  pouvoir  suffire  y  je  ne  vois  à  priori  au- 
cune raison  de  n'en  point  augmenter  le  nombre , 
si  on  parvenait  effectivement  à  consUiter  qu'elles 
ne  sont  pas  strictement  complètes.  Cette  augmen- 
tation me  paraîtrait  un  fort  léger  inconvénient 
pour  la  perfection  rationnelle  de  la  science^  puis- 
que ces  lois  ne  sauraient  jamais  évidemment  être 
très-multipliées  ;  je  regarderais  comme  préféra- 
ble, en  tbèse  générale  ,  d'en  établir  une  ou  deux 
déplus,  si,  pour  l'éviter,  il  fallait  recourir  à  des 
considérations  trop  détournées,  qui  fussent  de 
nature  à  altérer  le  caractère  positif  de  la  science. 
Mais  Tcnscmble  des  trois  lois  ci-dessus  exposées 
remplit  convenablement ,  à  mes  yeux  ,  toutes  les 
conditions  essentielles  réellement  imposées  parla 
nature  des  théories  de  la  mécanique  rationnelle. 
En  effet ,  la  première ,  celle  de  Kepler  ,  dé« 
termine  complètement  leffet  produit  par  une 
forceunique  agissant  instantanément  :  la  seconde, 
celle  de  Newton ,  établit  la  règle  fondamentale 
pour  la  communication  du  mouvement  par  1  ac 
tion  des  corps  les  uns  sur  les  autres  ;  enfin  la  troi- 
sième ,  celle  de  Galilée,  conduit  immédiatemejit 
au  théorème  général  relatif  à  la  composition  des 
mouvemcns.  On  conçoit ,  d'après  cela ,  que  touti; 
la  mécanique  des  mouvemens  uniformes  ou  des 
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ques  établies  ciniessus ,  et  que  tout  le  travail  de- 
vient dësormats  purement  rationnel  ,  devant 
consister  seulement  dans  l'usage  à  faire  de 
ces  lois  pour  la  solution  des  différentes  que»* 
lions  générales.  En  un  mot»  la  séparation  entre 
la  partie  nécessairement  physique  et  la  partie 
simplement  logique  de  la  science  me  semble 
pouvoir  être  ainsi  nettement  effectuée  d'une  ma* 
nière  exacte  et  définitive; 

Pour  terminer  cet  aperçu  général  du  carac- 
tère philosophique  de  la  mécanique  rationnelle,  il 
ne  nous  reste  plus  maintenant  qu'à  considérer 
sommairement  les  divisions  principales  de  cette 
science ,  les  divisions  secondaires  devant  être  en-* 
visagces  dans  les  leçons  suivantes. 

La  première  et  la  plus  importante  division  na« 
turelle  de  la  mécanique  consiste  à  distinguer 
deux  ordres  de  questions ,  suivant  qu'on  se  pro* 
pose  la  recherche  des  conditions  de  l'équilibre, 
ou  l'élude  des  lois  du  mouvement ,  d'où  la  s/o- 
tùfue ,  et  la  djnamique.  Il  suffit  d'indiquer  une 
telle  division ,  pour  en  faire  comprendre  directe- 
ment  la  nécessité  générale.  Outre  la  différence 
effective  qui  existe  évidemment  entre  ces  deux 
classes  fondamentales  de  problèmes,  il  est  aisé  de 
concevoir  à  priori  que  les  questions  de  statique 
doivent  être  y  en  général ,  par  leur  nature ,  bien 
plus  faciles  à  traiter  que  les  questions  de  dyna- 


variations   que  les   forcer 
éprouver  dans  les  divers  i 
considéralion  qu'il  faut,  a 
dans  toute  question  de  dyi 
un  clément  fondamental  di 
principale  difficulté.   Il  sui 
de   cette    ditTérence  radies 
tout  entière,  quand  on  la 
particulier  de  la  dynamiqui 
ment  à  la  partie  de  beaucoup 
dynamique ,  à  celle  qui  con 
mouvemens  uniformes ,  comi 
spécialement  dans  la  leçon  su 
L'importance  de  cette  divi 
ment  vérifiée  par  l'histoire  ^ 
pement  effectif  de  1  esprit  hu 
en  effet ,  que  les  anciens  avai 
connaissances  fondamentales 
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ignoraient  entièrement  la  dynamique,  même  la 
plus  élémentaire  ;  la  première  création  de  cette 
science  toute  moderne  est  due  à  Galilée 

Après  cette  division  fondamentale,  la  distinc- 
tion la  plus  importante  à  établir  en  mécanique 
consiste  à  séparer,  soit  dans  la  statique,  soit  dans 
la  dynamique,  Tétude  des  solides  et  celle  des 
fluides.  Quelque  essentielle  que  soit  cette  di- 
vision ,  je  ne  la  place  qu'en  seconde  ligne^  et  su- 
bordonnée à  la  précédente,  suivant  la  méthode 
établie  par  Lagrange ,  car  c'est,  ce  me  sem- 
ble ,  s  exagérer  son  influence  que  de  la  constituer 
division  principale ,  comme  on  le  fait  encore 
dans  les  traités  ordinaires  de  mécanique.  Les 
principes  essentiels  de  statique  ou  de  dynamique 
sont  j  en  eOet ,  nécessairement  les  mêmes  pour  les 
fluides  que  pour  les  solides  ;  seulement  les  fluides 
exigent  d'ajouter  aux  conditions  caractéristiques 
du  système  une  considération  de  plus ,  celle  re- 
lative à  la  variabilité  de  forme,  qui  définit  géné- 
ralement leur  constitution  mécanique  propre* 
Mais,  tout  en  plaçant  cette  distinction  au  rang 
convenable ,  il  est  facile  de  .concevoir  à  priori  son 
extrême  importance,  et  de  sentir,  en  général , 
combien  elle  doit  augmenter  la  difficulté  fonda- 
mentale des  questions,  soit  dans  la  statique,  soit 
surtout  dans  la  dynamique.  Car  cette  parfaite 
indépendance  réciproque  des  molécules,  qui 
caractérise  les  fluides,  oblige  de  considérer  sépa- 


relativement  à  la  iigurc  c 
d'ëquilibrCy  question  très- 
et  dont  la  solution  générale  < 
même  pour  le  seul  cas  d 
selle.  Mais  la  difiicultc  est 
daus  la  dynamique.  Kn  etlei 
se  trouve  alors  striciemeut  c 
mouvement  propre  de  chai 
faire  une  étude  vraiment  com^ 
introduit  dans  la  question, 
point  de  vue  analytique  »  une  c 
présent  inextricable  en  gém 
encore  parvenu  à  surmonter, 
très«simplc  d*un  fluide  uniq 
pesanteur  terrestre ,  quVi  Taie 
précaires ,  comme  celle  de  U 
le  parallélisme  des  tranches  y 
manièi^  notable  la  réalité  «^^ 
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une  juste  idée  générale  de  cette  différence  fonda- 
mentale y  que  la  définition  caractéristique  par  la- 
quelle les  géomètres  distinguent  les  solides  et  les 
flaides  en  mécanique  rationnelle ,  n'est  véritable- 
ment ^  àT^ard  des  uns  comme  à  l'yard  des  au- 
tres,  qu'une  représentation  exagérée ,  et,  par 
conséquent  9  strictement  infidèle  de  la  réalité.  En 
eflety  quant  aux  fluides  principalement ,  il  est 
clair  que  leurs  molécules  ne  sont  point  réellement 
dans  cet  état  rigoureux  d'indépendance  mutuelle 
où  nous  sommes  obligés  de  les  supposer  en  mé- 
canique y  en  les  assujétissant  seulement  à  con- 
server entre  elles  un  volume  constant  s'il  s'agit 
d'un  liquide ,  ou ,  s'i^  s'agit  d'un  gaz ,  un  vo- 
lume variable  suivant  une  fonction  donnée  de 
la  pression,  par  exemple,  en  raison  inverse  de 
cette  pression,  d'après  la  loi  de  Mariette.  Un  grand 
nombre  de  phénomènes  naturels  sont,  au  con- 
traire, essentiellement  dus  à  l'adhérence  mu-« 
tuelle  des  molécules  d'un  fluide,  liaison  qui  est 
seulement  beaucoup  moindre  que  dans  les  solides. 
Cette  adhésion,  dont  on  fait  abstraction  pour 
les  fluides  mathématiques ,  et  qu'il  semble  y  en 
effet,  presqu'impossible  de  prendre  convenable- 
ment en  considération,  détermine,  conune  on 
sait  y  des  différences  très^sensibles  entre  les  phéno- 
mènes effectifs^et  ceux  qui  résultent  de  la  théo- 
rie, soit  pour  la  statique,  soit  siu*tout,  poiu*  la 
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questions  de  mécanique  céleste,  qui  constituent 
réellement^  comme  nous  avons  eu  plusieurs  occa- 
sions de  le  reconnaître,  la  principale  application  , 
et  prol)ablcmcnt  la  seule  qui  puisse  être  jamais 
vraiment  complète  y  de  la  mécanique  rationnelle. 
Enfin  nous  devons  encore  signaler,  en  thèse 
générale,   dans  la  mécanique  actuelle,  une  la- 
cune»  secondaire  il  est  vrai,  mais  qui  n'est  pas 
sans  importance,  relativement  à  la  théorie  d'une 
classe  de  corps  (|ui  sont  dans  un  état  intermé- 
diaire entre  la  solidité  et  la  fluidité  rigoureuses, 
et  qu'on  pourrait  appeler  semi-fluides,  ou  semi- 
solides:  tels  sont,  par  exemple,  d'une  {)art,  les 
sables,  et,  d'une  autre  part,   les  fluides  à  l'étit 
gélatineux.  Il  a  clc  présenté  quelques  considéra- 
tions rationnelles  au  sujet  de  ces  corps,  sous  le 
nom  de Jlu ides  imparfaits,  surtout  relativement 
à  leurs  surfaces  d'équilibre.  Mais  leur  théorie 
propre   n'a  jamais  été    réellement  établie  d'une 
manière  générale  et  directe. 

Tels  sont  les  principaux  aperçus  généraux  que 
j'ai  cru  devoir  indiquer  sommairement  pour 
faire  apprécier  le  caractère  philosophique  qui 
distingue  la  mécanique  rationnelle  ,  envisagée 
dans  son  ensemble.  Il  s'agit  maintenant,  en  consi- 
dérant sous  le  même  point  de  vue  philosophique 
la  composition  effective  de  la  science,  d'apprécier 
comment,  par  les  iinportans  travauv  successifs 
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Sommaire.  Vue  générale  et  la  statique. 

L'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle  peut 
élre  traité  d'après  deux  méthodes  générales  es- 
sentiellement distinctes  et  in^alement  parfaites , 
suivant  que  la  statique  est  conçue  d'une  manière 
directe  y  ou  qu'elle  est  considérée  comme  un  cas 
particulier  de  la  dynamique.  Par  la  première 
méthode  y  on  s'occupe  immédiatement  de  décou- 
vrir un  principe  d'équilibre  suffisanunent  gêné* 
rai ,  qu'on  applique  ensuite  à  la  détermination  des 
conditions  d'équilibre  de  tous  les  systèmes  de  for- 
ces possibles.  Par  la  seconde ,  au  contraire ,  on 
cherche  d'abord  quel  serait  le  mouvement  résul- 
tant de  l'action  simultanée  des  diverses  forces 
quelconques  proposées ,  et  on  en  déduit  les  rela» 
tiens  qui  doivent  exister  entre  ces  forces  pour  que 
ce  mouvement  soit  nul  • 
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éléinontairc.  Arcliinièd 
staliqiKN  et  aiiqurl  soni 
ossciiliollcs  que  l'anliqui 
roiiinience  à  élablir  la  < 
lieux  {>oids  suspendus  ai 
levier  droit,  c'est-à-dire 
soient  en  raison  inverse  d 
d'appui  du  levier  ;  et  il  .* 
uer  autant  que  possible 
la  recherche  des  relatioi 
d'autres  svstèmes  de  fon 
à  la  statique  des  fluides  . 
lèhre  princii)c ,  consista 
plongé  dans  un  fluid(>  per 
égale  au  poids  du  fluide 
déduit  y  dans  un  grand  ii 
de  la  stabilité  des  cor|)sf 
du  levier  n'avait  point 
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sivement  essaye  d'en  étendre  Tusage ,  on  n'a  pu 
effectivemeut  y  ramener  que  les  systèmes  com- 
poses de  forces  parallèles.  Quant  aux  forces  dont 
les  directions  concourent ,  on  a  d'abord  essayé 
de  suivre  une  marche  analogue ,  en  imaginant 
de  nouveaux  principes  directs  d'équilibre  spécia- 
lement propres  à  ce  cas  plus  général ,  et  parmi 
lesquels  il  faut  surtout  remarquer  l'heureuse  idée 
de  Stévin  y  relative  à  l'équilibre  du  système  de 
deux  poids  posés  sur  deux  plans  inclinés  adossa. 
Cette,  nouvelle  idée- mère  eût   peut -être   suffi 
strictement  pour  combler  la  lacune  que  laissait 
dans  la  statique  le  principe  d'Ârchimède,  puisque 
Stévin  était  parvenu  à  en  déduire  les  rapports 
d'équilibre  entre  trois  forces  appliquées  en  un 
même  points  dans  le  cas  du  moins  où  deux  de  ces 
forces  sont  à  angles  droits  ;  et  il  avait  même  re- 
marqué que  les  trois  forces  sont  alors  entre  elles 
comme  les  trois  côtés  d*un  triangle  dont  les  an- 
gles seraient  ^aux  à  ceux  formés  par  ces  trois 
forces.  Mais  y  la  dynamique  ayant  été  fondée  dans 
le  même  temps  par  Galilée ,  les  géomètres  cessè- 
rent de  suivre  l'ancienne  marche  statique  directe, 
préférant  procéder  à  la  recherche  des  conditions 
d'équilibre  d'après  les  lois  dès  lors  connues  de 
la  composition  des  forces.  C'est  par  cette  dernière 
méthode  que  Yarignon   découvrit  la    véritable 
théorie  générale  de  l'équilibre  d'un  système  de 
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a|>i>'i<{iK-cs  fil  un  niêiiie  point,  cl  que  pliu 
'Alinibirit  établit  ciifîn,  pour  la  {iremière 
.  >  c<|iKiiluns  d'cquilibrc  d'un  système  quel- 
le ili'  tmccs  nppliquccs  aux  difl'érens  poiou 
'ut'p^  MjliiU'  lie  loniic  invariable.  Celle  nié- 
t'>t  nicurc  aujourd'hui  la  plus  universelle- 
l'inplovc-i'. 

(ircit(k-r  abord,  elle  semble  peu  ration- 
puLsipu;,  la  dynamique  étant  plus  corn- 
■<-  (|iii!  la  .statique,  il  ne  paraît  nullcmeat 
iiiilili-  Je  l'aire  dc{)cudrc  celle-ci  de  l'autre. 
lit,  i-ii  effet,  plus  philosophique  de  nnie- 
1  cixilrnire.  .s'il  e.sl  ))OSâiblc,  la drnaniii|iie 
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assez  impropremeat  accélératrices,  et  que  je  pré- 
fère nommer  continues^  comme  les  attractions^ 
qui  agissent  sans  cesse  sur  le  mobile  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement.  Cette  distinction 
équivaut  évidemment  à  celle  des  mouvemens  uni- 
Jbrmes  et  dés  mouvemens  varies  j  car  il  est  clair, 
en  vertu  de  la  première  des  trois  lois  fondamen- 
tales du  mouvement  exposées  dans  la  leçon  pré- 
cédente ,  que  toute  force  instantanée  doit  néces- 
sairement produire  un  mouvement  uniforme , 
tandis  que  toute  force  continue  doit,  au  con- 
traire^ par  sa  nature ,  imprimer  au  mobile  un 
mouvement  indéfiniment  varié.  Cela  posé,  on 
conçoit  fort  aisément^  à  priori^  comme  je  Tai 
déjà  indiqué  plusieurs  fois  y  que  la  partie  de  la 
dynamique  relative  aux  forces  instantanées  ou  aux 
mouvemens  uniformes  doit  être ,  sans  aucune 
comparaison ,  infiniment  plus  simple  que  celle 
qui  concerne  les  forces  continues  ou  les  mouve- 
mens variés ,  et  dans  laquelle  consiste  essentielle- 
ment toute  la  difficulté  de  la  dynamique.  La 
première  partie  présente  une  telle  facilité ,  qu'elle 
peut  être  traitée  dans  son  ensemble  comme  une 
conséquence  immédiate  des  trois  lois  fondamen- 
tales du  mouvement ,  ainsi  que  je  l'ai  expressé- 
ment remarqué  à  la  fin  de  la  leçon  précédente. 
Or  il  est  maintenant  aisé  de  concevoir ,  en  thèse 
générale,  que  c'est  seulement  de  cette  première 


'""i'"  '-...die  1^ 

"».  on  fa,t  eon,„„^  _ 
<Wne  de  «,„  ''^ 


MATHÉMATiyUES.  5g5 

en  dynamique,  où  l'on  doit  coniiidërer  t'eUt  du 
moliile  dans  les  divers  insUns  successifs  ,  on  re- 
trouvera nécessaircmcat  par  la  variation  de  ces 
forces  insUntauees  la  difGcuItc  fondamentale 
inliérente  à  la  nature  des  forces  continues,  et 
qui  n'aura  fait  que  changer  Je  forme-  Mais,  en 
statique  ,  où  il  ne  s'agit  d'envisager  les  forces  que 
dans  un  instant  unique  ,  on  n'aura  point  à  tenir 
cooipte  de  ces  variations ,  et  les  lois  générales  de 
l'équilibre,  ainsi  établies  en  considérant  toutes 
les  forces  comme  instantanées,  n'en  seront  pas 
moins  applicables  à  des  forces  continues  ,  pourvu 
qu'on  ait  soin  ,  dans  cette  application  ,  de  sub- 
stituer <i  chaque  force  continue  la  force  instan- 
tanée qui  lui  correspond  en  ce  moment. 

On  conçoit  donc  nettement  par  W  comment  la 
statique  abstraite  peut  être  traitée  avec  facilité 
comme  une  simple  application  de  la  partie  la  plus 
élémentaire  de  la  dynamique ,  celle  qui  se  rap- 
porte aux  mouvemcns  uniformes.  La  manière  la 
plus  convenable  J'efTectucr  cette  application  0011* 
siste  à  remarquer  que ,  lorsque  des  forces  quel- 
conques sont  en  équilibre,  chacune  d'entreelles, 
considérée  isolément ,  peut  cire  re^ard«e  comme 
détruisant  l'effet  de  l'ensemble  de  toutes  les  au- 
tres Ainsi  la  reclierche  des  conditions  de  l'é- 
quilibre se  réduit ,  en  général  ,  h  exprimer  que 
■p  l'une  quelconque  des  forces  du  système,  est  égale 


■p  «une 


siéme  loi  fondamenule 
eo  déduit  ensuite  la  co 
quelconque  de  forces.  1 
présente,  comme  on  sai 
ment  distincts,  suivant 
composer  agissent  dans 
geotes  ou  dans  des  direct 
de  ces  deux  cas  peut  être 
de  1  autre ,  a  ou  résulte  pa 
certaine  divergence  dans  1 
lois  élémentaires  de  la  co 
suivant  le  cas  que  l'on  cho 
part.  Mais,  sans  contestei 
reuse  de  procéder  autreme 
rationnel,  plus philosophii 
conforme  a  Tes  prit  de  ceti 
statique ,  de  commencer  |j 
forces  qui  concourent .  do 
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élre^  présenteut  nécessairement  quelque  chose  do 
force. 

Après  avoir  établi  les  lois  élémentaires  de  la 
composition  des  forces  ^  les  géomètres  y  avant  de 
les  appliquer  à  la  recherche  des  conditions  de 
Tcquilibre  ,   leur   font  éprouver  ordinairement 
une  importante  transformation  ,  qui,  sans  être 
complètement  indispensable^  présente  néanmoins^ 
sons  le  rapport  analytique ,  la  plus  haute  utilité , 
par  Textréme  simplification  qu'elle  introduit  dans 
l'expression  algébrique  des  conditions  d'équilibre. 
.Cette  transformation  consiste  dans  ce  qu'on  ap- 
pelle la  théorie  des  momens ,  dont  la  propriété 
essentielle  est  de  réduire  analytiquement  toutes 
les  lois  de  la  composition  des  forces  à  de  simples 
additions  et  soustractions.   La  dénomination  de 
momens  y  entièrement  détournée  aujourd'hui  de 
sa  signification  première,  ne  désigne  plus  mainte- 
nant que  la  considération  abstraite  du  produit 
d  une  force  par  une  distance.  Il  faut  distinguer  y 
comme  on  sait ,  deux  sortes  de  momens ,  les  mo* 
mens  par  rapport  à  un  point ,  qui  indiquent  le 
produit  d'une  force  par  la  perpendiculaire' abais- 
sée de  ce  point  sur  sa  direction ,  et  les  momens 
par  rapport  à  un  plan  j  qui  désignent  le  produit 
de  la  force  par  la  distance  de  son  point  d'appli- 
cation à  ce  plan.  Les  premiers  ne  dépendent  évi- 
demment que  de  la  direction  de  la  force ,  et  nul- 


6g'j  vauAXiovaui  rosirivc. 

lemeut  do  son  point  d'aptilîcatioa  ;  ils  sont 
sjWci^ili'tiKMit  appropriés  par  leur  oalure  à  la 
lln-iii  R-  des  force»  lion  parallt^les  :  le»  KCOiMb  tu 
coiiti  airc^ .  ne  dépendent  qiie  du  point  d'applica- 
tion lie  l;i  force  ,  et  nullement  du  sa  dirt-clion  ; 
ils  soiii  dune  essentiel! oncnt  destiné»  à  Ïù  Uuorie 
(les  foTCfs  parallèles.  Nous.iuruns  occasion  d'in- 
iliijuc-r  ]i)us  bu  par  quelle  heureuse  idée  fou- 
dameutalc  M.  Poïnsot  est  parvenu  à  attribuer  gé- 
néralement, et  de  la  oianière  la  plus  nalurcltci 
une  sj^^niliuition  concrète  directe  h  l'un  et  i 
l'autre  goiue  de  momens ,  <]ui  n'avaient  réelle- 
ment avant  lui  qu'une  valeur  abstraite 
La  notion  des  momens  une  foin  et 
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forces  parallèles  disposées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace ,  le  moment  de  leur  résul- 
tante par  rapport  à  un  plan  quelconque  est  ^1 
à  la  somme  algébrique  des  momens  de  toutes  les 
composantes  par  rapport  à  ce  même  plan  y  le  signe 
de  chaque  moment  étant  alors  naturellement  dé- 
terminé, conformément  aux  règles  ordinaires, 
d'aprës  le  signe  propre  à  chacun  des  Ëicteurs 
dont  il  se  compose.  Le  premier  de  ces  deux  théo* 
rèmes  fondamentaux  a  été  découvert  par  un  géo- 
mètre auquel  la  mécanique  rationnelle  doit  beau- 
coup y  et  dont  la  mémoire  a  été  dignement  relevée 
par  Lagrange  d'un  injuste  oubli,  Yarignon.  La 
manière  dont  Yarignon  établit  ce  théorème  dans 
le  cas  de  deux  composantes  ,  d'où  résulte  immé- 
diatement le  cas  général,  est  même  spécialement 
remarquable.  En  effet ,  regardant  le  moment  de 
chaque  force  par  rapport  à  un  point  comme  évi- 
demment proportionnel  à  l'aire  du  triangle  qui 
aurait  ce  point  pour  sommet  et  pour  base  la 
droite  qui  représente  la  force,  Yarignon,  d'après 
la  loi  du  parallélogramme  des  forces,  présente 
d'abord  le  théorème  des  momens  sous  une  forme 
géométrique  très- simple,  en  démontrant  que  si , 
dans  le  plan  d'un  parallélogramme ,  on  prend  un 
point  quelconque,  et  que  l'on  considère  les  trois 
triangles  ayant  ce  point  pour  sommet  commun , 
et  pour  bases  les  deux  câtés  contigus  du  parallé- 


son  utilité  en  mécanique 
A  1  aide  de  celle  lliéon 
vient  à  exprimer  aisément 
qui  doivent  exister  enlr 
d'équilibre,   en  considér 
de  facilité,  les  deux  cas 
tème  de  forces  toutes  situt 
conque  dans  un  même 
quelconque  de  forces  pan 
deux  systèmes  exige,  en  gi 
d*équilil)re,  qui  consistent 
en  ce  que  la  somme  algél 
chaque  force ,  soit  par  le  < 
uusdelanglequ  elle  fait  av 
arbitrairement  dans  le  plan 
ainsi   que  la  somme  algél 
toutes  les  forcc-i  par  rapj 
conque  de  ce  vAnn  •  oo - 
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mune  de  ces  forces.  Après  avoir  traité  ces  deux 
cas  prëliminaires ,  il  est  facile  d'en  déduire  celui 
d'un  système  de  forces  tout-à-fait  quelconque.  Il 
suffit ,  pour  cela ,  de  concevoir  cliaquc  force  du 
système  décomposée  en  deux,  Tune  située  dans 
un  plan  fixe  quelconque ,  l'autre  perpendiculaire 
à  ce  plan.  Le  sy terne  proposé  se  trouvera  dès  lors 
remplacé  par  l'ensemble  de  deux  systèmes  secon- 
daires plus  simples,  l'un  composé  de  forces  diri- 
gées toutes  dans  un  même  plan ,  l'autre  de  forces 
toutes  perpendiculaires  à  ce  plan  et  conséquem<^ 
ment  parallèles  entre  elles.  Commeces  deux  systè- 
mes partiels  ne  sauraient  évidemment  se  faire  équi- 
libre l'un  à  l'autre,   il  faudra  donc,  pour  que 
1  équilibre  puisse  avoir  lieu  dans  le  système  gé- 
néral primitif ,  qu'il  existe  dans  chacun  d'eux  en 
particulier,  oc  qui  ramène  la  question  aux  deux 
questions  préliminaires  déjà  traitées.  Telle  est  du 
moins  la  manière  la  plus  simple  de  concevoir, 
en  traitant  la  statique  par  la  méthode  dynamique, 
la  recherche  générale  des  conditions  analytiques 
de  l'équilibre  pour  un  système  quelconque  de 
forces;  quoiqu'il  fût  d  ailleurs  possible  évidem- 
ment, en  compliquant  la  solution,  de  résoudre 
directement  le  problème  dans  son  entière  géné- 
ralité ,  de  façon  à  y  faire  rentrer  au  contraire , 
conmie   une  simple  application,   les  deux    cas 
préliminaires.  Quelque  marche  qu'on  juge  à  pro- 


s  P{y  coM  7^z  rots  ''  )  ^  o, 
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eo   désignant  par  P    V\ 
conque  des  forces  du  sys 
angles»  que  forme  sa  direc 
rectangulaires  choisis  arl 
^ ,  2  y  les  coordonnées  de 
relativement  à  ces  trois  a: 
raclérisliquc  S  pour  désij 
duits  seniblablcby  propres 
système  P,  P ^  F' ,  etc. 

Telle  est ,  en  substance 
der  à  la  détermination  de 
de  Féquilibre^  en  coucev; 
un  cas  particidier  de  la  dj 
Mais,  quelque  simple  que 
ttoH/»   ■'  — 
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quilibre  suffisamment  général  y  établi  immédiate- 
ment. C'est  effectivement  ce  que  les  géomètres 
ont  tenté ,  quand  une  fois  les  équations  générales 
de  l'équilibre  ont  été  découvertes  par  la  méthode 
dynamique.  Mais  ils  ont  surtout  été  déterminés  à 
établir  une  méthode  statique  directe,  par  un  mo- 
tif philosophique  dun  ordre  plus  élevé  et  en 
même  temps  plus  pressant  que  le  besoin  de  pré* 
senter  la  statique  sous  un  point  de  vue  logique 
plus  parfait.  C'est  maintenant  ce  qu'il  nous  im- 
porte éminemment  d'expliquer,  puisque  telle  est 
la  marche  qui  a  conduit  Lagrange  à  imprimer  à 
l'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle  cette  haute 
perfection  philosophique  qui  la  caractérise  dé- 
sormais. 

Ce  motif  fondamental  résulte  de  la  nécessité 
où  l'on  se  trouve  pour  traiter,  en  général,  les 
questions  les  plus  difficiles  et  les  plus  importantes 
de  la  dynamique,  de  les  faire  rentrer  dans  de 
simples  questions  de  statique.  Nous  examinerons 
spécialement ,  dans  la  leçon  suivante ,  le  célèbre 
principe  général  de  dynamique  découvert  par 
d'Alembert ,  et  à  l'aide  duquel  toute  recherche 
relative  au  mouvement  d*un  corps  ou  d'un  système 
quelconque ,  peut  être  convertie  immédiatement 
en  un  problème  d'équilibre.  Ce  principe,  qui,  sous 
le  point  de  vue  philosophique ,  n'est  vraiment , 
comme  je  l'ai  déjà  indiqué  dans  la  leçon  précé- 
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de  plus  en  plus  nue  telle 
rable  simplification  qu'il  ; 
chos  les  plus   difTiciles. 
semblable  manière  de  pro 
rement  à  traiter  à  son  toi 
méthode  directe ,  sans  la  d 
que  9  qui  ainsi  est,  au  co 
fondée  sur  elle.  Ce  n  est  pi 
prement  parler,  aucun  ver; 
a   persister   encore  dans  h 
exposée    ci -dessus,  puisqu< 
taire  de   la  dynamique,  su 
a  fait  reposer  la  statique ,  se 
être  complètement  distincte 
peut   traiter  qu'en  la  rédui; 
Mais  il  n'en  est  pas  moins  évi 
de  la  mécanique  rationnelle 
en  procédant  aînc;    ' — '- 
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L'adopliou  défiiiitivi^  et  l'iisafie  universel  du 
âncipe  de  d'Âlembei'l  rendaient  donc  indispen- 
|ile  aux  progrés  tulurs  de  l'esprit  humain  une 
foole  radicale  du  système  entier  de  la  niecani- 
:  rationnelle,  oii,  la  statique  étant  traitéfî  di- 
ctcment  d'apiés  une  loi  primitive  dequitibre  ' 
iffisamment  générale ,  el  la  dynamique  rappelée  à 
tfitatiquc ,  l'ensemLle  de  la  science  put  acquérir 
t  caractère  d'unité  désormais  irrévocable.  Telle 
Itla  révolution  éminemment  phdosophique  exé- 
ptée   par  Lagrange  dans   son   admirable   traité  ' 

mécaïufjue  analjliffue,   dont  la  coiiceptiou 
ipdameutalc  servira  toujours  de  base  à  tous  les 
•vaux  ultérieurs  des  géomètres  sur  les  lois  de   , 
quilibre  et  du  mouvement,  comme  nous  avons  ', 
tila  grande  idée  mère  de  LîescartcsdeVoir  diriger  i 
tdéGnimeut  toutes  les  spéculationsgt?ométrtquos. 
i  £n  examinant  les  recherches  des  f^éomèlres 
itérieurs  sur  les  propriétés  de  l'équilibre ,  pour 
puiser  un  principe  direct  de  statique  qnî  pûl 
irir  toute  la  généralité  nécessaire  ^  Lagrange  s'es 
rétéà  choisir  \o  principe  des  vitesses vïrlue/les'^ 
oevenu  désormais  si  célèbre  par  l'uîia;{e  immense 
titcapilal  qu'il  en  a  t'ait.  Ce  principe,   découvert 
primitivement  par  Galilée  dans  le  cas  de   deux 
Biprces,   comme  imc  propriété  gënérule  que  ma- i 
^kfestait  l'équilibre  de  loutciiles  àiachines,  avaït^ 
Hhé,   plu»   lard,   étendu   par   Jean   Bcrnouilti   it\ 

■  TO,VII. 


iiiquc  ratioijueJlelout  ci 
«cul  tliéorémc  ioodanief 
le  plus  haut  dt^Tc  de  f 
puisse  acquérir  sous  Je 
une  rigoureuse  unité. 

Pour  concevoir  ncUei 
le  principe  gémîral  des  vil 
ooreutiiedele  considérer 

de  deux  forces,  commel' 
«i«lc  alors  cft  ce  qiie,  deux 
à  l'aide  d  une  machine 
entre  elles  en  raison  inye 
couraient  dans  le  sens  d 
points  d'application,  si  ( 
^mc  vînt  i  prendre  un 
pelU:  ces  espaces  portent 
iue//es,  afin  de  les  dislin^ 
qui  aui-aicn  teffectivcmciU 
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(fut-Ile  il  [leriucl  d'obtenir  el}ectiveinent  la  cou- 
Slition  mathématique  dequililire  d'une  machine 
cplclconqiie,  dont  la  constitution  serait  même  en- 
tièrement inconnue.  En  appelant  moment  virtuel 
on  simplement  moment,  suivant  l'acception  primi- 
tive de  ce  terme  parmi  les  géonièlrcs,le  produit  de 
chaque  forcepar  sa  vilesse  virtuelle,  produit  qui, 
eu  effet,  mesure  alors  l'eflort  de  la  force  pour  mou- 
voir la  machine ,  on  peut  simplifier  beaucoup  l'ô-  J 
plioncédu  principe  en  se  bornant  à  dire  que,  dans  ce  * 
,  les  momens  des  dcuxforcesdoiventélre^aux 
Itde  sij^iie  coulrairepour  qu'îly  ait  équilibre;  le 
pgne   posiiil'  ou  néj^aiil'  de   chaque  moment  est 
détermine   d'après  celui  de  la    vitesse  virtuelle,  J 
estimera,    conformément  ^  l'esprit  ordi- 
ïire  de   la   théorio   mathématique  des  signes, 
■  positive  ou  nq^ative   selon   que,  par   le  mouve- 
œenl  fictif  que  l'ou   imagine ,   la  projection  du 
poiul  d'application    se   trouverait   tomber  sur  la 
direction  même  de  la  îovce  ou  sur  son  prolonge- 

ient>  Cette  expression  abrégée  du  principe  des  j 
pitcBses  virtuelles  est  surtout  utile  pour  énoncer 
t  principe  d'une  manière  générale .  relativement 
klin  système  do  forces  tout-à-fait  quelconque.  Il 
livnsistc  alors  en  ce  que  la  somme  algébrique  des 
lOmens  virtuels  de  toutes  les  forces,  estimés  sui- 
nnt  la  règle  précédente,  doit  être  nulle  pouir 
u'il  y  ait  équilibre;  et  cette  condition  doit  avoir  | 


iiiÀ'  PBILÛSOPUIIÎ    K)SITITE. 

lieu  (li^tiiicktueul  p^r  rapporta  |0U6  les  moure- 
mcus  éléiiiciiUires  que  le  système  pourrait  prat- 
di'C  CQ  vortu  de»  forces  dont  il  est  animé.  Enap- 
pelanl  P,  P' ,  P" ,  etc.,  les  forces  proposa.  H, 
suivant  la  tiotaiîou  ortliuairvdc  lagrange,  îf, 
Sp',  ip" .  etc.,  les  vitesses  virliïdiles  corrcspon- 
ilaiites, ce  [irinopCic trouve  îtiiniédiatcmerneiTFi- 


lié  par  ri-quation 
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termes  relatifs  à  chacune  de  ces  dernières  va- 
riations,  ce  qui  fournit,  pour  l'ëquilibre,  autant 
d'équations    distinctes  qu  il  pourrait  exister  de 
mouvemens  élémentaires  vraiment  différens  par 
la  nature  du  système  proposé.  En  supposant  que 
les  forces  soient  entièrement  quelconques,  et 
qu'elles  soient  appliquées  aux  divers  points  d'un 
corps  solide,   qui  ne  soit  d'ailleurs  assujetti   à 
aucune  condition  particulière ,  on  parvient  aussi 
immédiatement  et  de  la  manière  la  plus  simple 
aux  six  équations  générs^les  de  l'équilibre  rap- 
portées ci-dessus  d'après  la  méthode  dynamique. 
Si  le  solide  ,  au  lieu  d'être  complètement  libre  . 
doit  être  plus  ou  moins  gêné,  il  suffit  d'introduire 
au  nombre  des  forces  du  système  les  résistances 
qui  en  résultent  après  les  avoir  convenablement 
définies,  ce  qui  ne  fora  qu'ajouter  quelques  nou- 
veaux termes  à  l'équation  fondamentale.  Il  en  est 
dé  même  quand  la  forme  du  solide  n'est  point 
supposée  rigoureusement  invariable,    et  qu'on 
vient ,  par  exemple ,  à  considérer  son  élasticité. 
De  semblables  modifications  n'ont  d'autre  effet , 
sous  le  point  de  vue  logique ,  que  de  compliquer 
plus  ou  moins  l'équation  des  vitesses  virtuelles, 
qui  ne  cesse  point  pour  cela  de  conserver    né- 
cessairement   son  entière  généralité  ,    quoique 
ces   conditions  secondaires  puissent  quelquefois 
rendre  presqu'inextricables  les  difficultés  pure- 
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ait  arwlyiiqueiqaepnâeoteU»olutioneSccU« 
la  question  pmt  {M* 

Tant  q»ie  le  théorème  des  viliïMes  TtrlueU» 
tvait  été  conçu  que  conmw  nno  propriclégéflé- 
le  de  l'équilibre,  on  arail  pn  »e  borner  i  le  f é- 
ier  par  sa  conrormité  constante  bvcc  1«  l»is 
dinaircs  de  l'équilibre  déjà  obtenues  mitrrment, 
dont  il  présentait  ainsi  un  réniiné  très -utile 
r  sa  simp^iuité  et  son  uniformité.  Mais .  yoar 
ire  de  ce  tbéorètoc  foudamental  la  Luisc  efffc- 
pe  de  toute  la  ■néc.-tiitque  i-ationnelle,  en  un 
ot,  pour  la  conTertir  en  un  véritable*  princi|>c, 
était  iiidispensaUi*  de  IVlablir  dirvctementsans 
déduire  d'aucuii  autre,  ou  du    moins  en  a^ 
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(leLegrange,  ne  lui  sont ,  en  ràkVité^  nullement 
supërienres  quant  à  la  rigueur  logique.  Pour  nous, 
sous  le  point  de  vue  philosophique ,  nous  devons 
regarder  ce  théorâme  général  comme  une  consé- 
quence nécessaire  des  lois  fondamentales  dumôo- 
vement ,  d'où  elle  peut  être  déduite  de  diverses 
manières,  et  qui  devient  ensuite  le  point  de 
départ  effectif  de  la  mécanique  rationnelle  tout 
entière. 

L'emploi  d'un  tel  principe  ram^MUt  Tcnsem- 
ble  de  la  science  à  une  parfaite  unité,  il  de- 
vient évidemment  fort  peu  intéressant  désormais 
de  connaître  d'autres  principes  plus  généraux  en^* 
corc ,  en  supposant  qu'on  puisse  en  obtenir.  On 
peut  donc  regarder  comme  essentiellement  oi- 
seuses par  leur  nature  les  tentatives  qui  pourraient 
être  projetées  pour  substituer  quelque  nouveau 
principe  à  celui  des  vitesses  virtuelles.  Un  tel  tra- 
vail né  saurait  plus  perfectionner  nullement  le 
caractère  philosophique  fondamental  de  la  méca- 
nique rationnelle,  qui ,  dans  le  traité  de  Lagrange, 
est  aussi  fortement  coordonnée  qu'elle  puisse  jà* 
mais  l'être.  On  n'y  pourrait  réellement  avoir  en 
vue  d'autre  utilité  effective  que  de  simplifier 
considérablement  les  recherches  analytiques 
auxquelles  la  science  est  maintenant  i*éduite  ,  ce 
quidoit  paraître  presque  impossible  quand  on  en- 
visage avec  quelle  admirable  facilité  le  principe* 
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dfs  vilet>&C'S  virtueiks  a  cui  adapté  par  LdgnngF  î 
1  application  uniforme  dr  l'aiial^xe  ma(liéinati<|ur. 
Telle  csl  donc  la  maniéi-e  incomparablemeul 
la  plus  parfaite  de  cooc(rs-uir  til  de  traiter  la  via- 
tique ,  et  par  suite  IVniwmble  de  la  nu^caniifue 
raiioiiiiellc.  Oans  un  oiivi-agc  tel  que  relui'â 
surtout^  nous  ne  pouvions  bdiiler  un  seul  no- 
nient  à  accorder  à  cette  méthode  luie  pr^éctao: 
cclatiiiile  sur  tout  autre,  pui^icfue  son  prindpil 
avanlage  caractéristique  est  de  pcrfectioaocf  w 
pluï  haut  dt^rë  la  philosophie  de  <%llc  scmikc. 
Celle  eoDsidératiou  doit  «voir  à  nos  yeux  bim 
plu»  d'importance  que  nuii»  uc  pouvons  en  attri- 
buer   en    sens  inverse   aux    difûcultcs 
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loppemens  la  méthode  dynamique  proprement 
dite,  la  seule  encore  généralement  usitée.  Mais  ces 
considérations  ne  peuvent  être  évidemment  que 
provisoires;  les  principaux  embarras  qu'occasione 
l'emploi  de  la  conception  de  Lagrange  n'ayant  réel- 
lement d'autre  cause  essentielle  que  sa  nouveauté. 
Une  telle  méthode  n'est  point  indéfiniment  des- 
tinée sans  doute  à  Tusage  exclusif  d'un  très -petit 
nombre  de  géomètres ,  qui  en  ont  seuls  encore 
une  connaissance  assez  familière  pour  utiliser 
convenablement  les  admirables  propriétés  qui  la 
caractérisent  :  elle  doit  certainement    devenir 
plus  tard  aussi  populaire  dans  le  monde  mathé- 
matique que  la  grande  conception  géométrique 
de  Descartes ,  et  ce  progrès  général  serait  vraisem- 
blablement déjà   presqu'effectué  si  les  notions 
fondamentales  de  l'analyse  transcendante  étaient 
plus  universellement  répandues. 

Je  ne  croirais  pas  avoir  convenablement  carac- 
térisé toutes  les  notions  philosophiques  essentielles 
relatives  à  la  statique  rationnelle ,  si  je  ne  faisais 
maintenant  une  mention  distincte  d'une  nou- 
velle conception  fort  importante ,  introduite  dans 
la  science  par  M.  Poinsot ,  et  que  je  regarde 
comme  le  plus  grand  perfectionnement  qu'ait 
éprouvé  ,  sous  le  point  de  vue  philosophique  ^  le 
système  général  de  la  mécanique^  depuis  la  r^é- 
nération  opér^  par  Lagrange,  quoiqu'elle  ne  soit 
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pis  exactement  dans  la  même  direction.  D  s'uj 
comme  on  TOÎl.  de  Imgenrcusf  et  lumtn«tar 
théorie  des  couples ,  que  M.  Poin&ol  a  si  hcorro- 
semeat  cri'tie  pour  perfec  lion  ner  direciemeni  daiBt 
ses  couceptioEis  fondamentales  la  mécanique  n- 
tionnclle  ,  et  dont  In  parlÀ>  nc  me  paraît  point 
avoir  été  encore  suniviinment  apprtîciécpar  li 
plupart  des  géomètres.  On  naît  que  ces  cottpbt, 
ou  syslémes  de  forces  parallèles  éf^es  cl  con- 
traires, nvaienl  ;i  peii)«  été  remarqués  avtol 
M.  Poinsot  comme  une  sorte  de  pamdose  en  <ti> 
lique  ,  et  qu'il  sVst  emparé  de  cette  notion  isolifc 
pour  en  faire  immé  iialetncnl  ieaujel  d'nnc  théorie 
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dicUBce ,  auquel  H.  Poînsot  a  donné  arec  raison 
le  nom  de  moment  du  couple. 

En  adoptent  la  méthode  dynamique  propre- 
in«it  dite  pour  procéder  à  la  recherche  des  con- 
ditions générales  de  l'équilibre ,  M.  Poinaot  l'a 
présentée  sous  un  point  de  Tue  complètement 
neuf  à  l'aide  de  sa  conception  des  con{des ,  qui 
l'a  considérablement  simplifiée  et  éclaircie.  Pouf 
caractériser  ici  sommairement  cette  variété  de  la 
méthode  dynamique ,  il  suffira  de  concevoir  que* 
eu  ajoutant  en  un  point  quelconque  du  aystéttie 
deux  forces  ^les  i  chacune  de  celles  que  l'on 
considère  et  qui  agissent ,  en  sens  contraire  l'une 
de  l'aulre,  suivant  une  droite  parallèle  à  sa  direc- 
tion, on  pourra  ainsi,  sans  jamais  altérer  évidem- 
ment l'élat  du  système  proposé,  le  regarder  comme 
remplacé  :  !*>  par  un  système  de  forces  égales  aux 
forces  primitives  transportées  toutes  parallèlement 
à  leurs  directions  au  point  unique  que  l'on  aura 
choisi ,  et  qui ,  en  conséquence  ,  seront  générale- 
ment réductibles  en  une  seule;  3°  par  un  «y»' 
tème  de  couples  ayant  pour  mesure  de  leur  inten- 
sité les  momens  des  forces  proposées  relativement 
à  ce  même  point,  et  dont  les  plans ,  passant  tou& 
en  ce  même  point,  les  rendront  aussi  réducti- 
bles généralement  à  uu  couple  unique.  On  voit , 
d'aprirs  cela ,  avec  quelle  facilité  on  pourra  pro- 
céder ainsi   h    la    détermination   des    relations 
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signification  concrète  parfaitement  distincte,  et 
sont  onlrës  aussi  naturellement  c[ue  les  forces 
elles-mêmes  dans  les  spéculations  statiques, 
comme  étant  la  mesure  directe  des  couples  aux- 
quels ces  forces  donnent  immédiatement  nais- 
sance. On  conçoit  aisément  à  priori  quelle  faci- 
lité cette  interprétation  générale  et  élémentaire 
doit  nécessairement  procurer  pour  la  combinai- 
son de  toutes  les  idées  ralatives  à  la  théorie  des 
momens,  comme  on  eu  voit  déjà  d'aîUeurslapreuve 
effective  dans  l'extension  et  le  perfectionnement 
de  cette  importante  théorie,  par  les  travaux  de 
M.  Poinsol  lui-même. 

Quellesque  soient,  en  réalité,  les  qualités  foo- 
damentales  de  la  conception  de  M.  Poinsot  par 
rapport  à  la  statique^  on  doit  néanmoins  recon- 
naître, ce  me  semble ,  que  c'est  surtout  au  per- 
fectionnement de  la  dvnamique  qu'elle  se  trouve, 
par  sa  nature,  essentiellement  destinée;  et  je  crois 
pouvoir  assurer ,  à  cet  ^rd ,  que  cette  concep- 
tion n'a  point  encore  exercé  jusqu'ici  son  in- 
fluence la  plus  capitale.  Il  faut  la  r^rder,  en 
effet ,  comme  directement  propre  à  perfectionner 
sous  un  rapport  très-important  les  élémens  mêmes 
de  la  dynamique  (générale ,  en  rendant  la  notion 
des  mouvemeiis  de  rotation  aussi  naturelle ,  aussi 
familière ,  et  presqu'aussi  simple  que  celle  des 
mouyemens   de  translation.  Car  le  couple  peut 
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tlans  H  M>^orie  de  Téquilibre ,  de  quelque  manière 
qu'on  ait  d'ailleurs  jugé  convenable  de  rétablir* 

Quand  on  veut  se  faire  une  juste  idée  de  la 
nature  des  diverses  équations  qui  eipriment  les 
cpnditions  de  l'équilibre  d'un  système  quelcon- 
que de  forces,  il  est>  ce  me  semble,  insuffisant  de 
se  borner  à  constater  que  l'ensemble  de  ces  équa- 
tions est  indispensable  pour  l'équilibre  y  et  l'éta- 
blit inevitablenieut.  Il  faut,  de  plus,  pouvoir 
assigner  nettement  la  signification  statique  dis- 
tinctement propre  à  chacune  de  ces  équations 
envisagée  isolément,  c'est-à-dire  déterminer  avec 
'  précision  en  quoi  chacune  contribue  séparément 
à  la  production  de  l'équilibre,  analyse  à  laquelle 
pn  ne  s'attache  point  ordinairement,  quoiqu'elle 
soit,  sans  doute,  importante.  Par  quelque  mé- 
thode qu'on  procède  à  l'établissement  des  équa- 
tions statiques ,  il  est  clair  à  priori  que  l'équilibre 
xxft  peut  résulter  que  de  la  destruction  de  tous  les 
mouvemens  élémentaires  que  le  corps  pourrait 
prendre  en  vertu  des  forces  dont  il  est  animé ,  si 
ces  forces  n'avaient  point  entr'elles  les  relations 
nécessaires  pour  se  contrebalancer  exactement* 
Ainsi  chaque  équation  prise  à  part  doit  néces-- 
sairement  anéantir  un  de  ces  mouvemens  >  en 
sorte  que  l'ensemble  de  ces  équati^^ns  produise 
réquiljibre ,  par  l'impossibilité  pù  «e  trouve  dès- 
lor^s  la  corps  4c  se  ipouvoir  d'aucune  manière* 
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puis  Galilée,  serait  à  priori  pour  un  géomètre 
une  jH^uve  presque  ceruine  d'un  mouvement  de 
translation  de  cet  astre  accompagné  de  toutes  ses 
planètes,  quand  m^nie  les  aslronomes  n'auraient 
point  commence  déjà  à  reconnaître  effectivement» 
par  des  observations  directes,  la  réalité  de  ce 
transport ,  dans  un  sens  encore  peu  déterminé. 
Pareillement,  c'est  d'après  une  semblable  consi- 
dération qu'on  admet  communément,  avec  rai- 
son, outre  le  motif  d'analogie,  l'existence  d'un 
mouvement  de  rotation  dans  les  planètes  même 
à  l'égard  desquelles  on  n'a  point  encore  pu  le 
constater  directement,  par  cela  seul  qu'elles  ont 
un  mouvement  de  translation  bien  coonu  autour 
du  soleil. 

Il  résulte  de  cette  première  analyse  que  les 
équations  qui  expriment  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  corps,  sollicité  par  des  forces  quelcon- 
ques, doivent  avoir  pour  objet,  les  unes  de  dé- 
truire tout  mouvement  de  translation ,  les  autres 
d'anéantir  tout  mouvement  de  rotation.  Voyons 
maintenant,  d'après  le  même  point  de  vue,  afin 
de  compléter  cet  aperçu  général,  quel  doit  être 
a  priori  le  nombre  des  équations  de  chaque  es- 
pèce. 

Quant  à  la  translation,  il  sufHl  de  considérer 

que ,  pour  empêcher  un  corps  de  marcher  dan» 
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<]uée.  La  rotation  d'un  corps  dans  un  pjan  ou  au- 
tour d'un  axe  quelconque ,  pouvant  toujours  se 
concevoir  décomposée  en  trois  rotations  élémen- 
taires dansles  trois  plans  coordonnés  ou  autour  des 
trois  axes  ,  il  est  clair  que ,  pour  empêcher  toute 
rotation  dans  un  corps^  il  faut  aussi  l'empêcher  de 
tourner  séparément  par  rapport  à  chacun  de  ces 
trois  plans  ou  de  ces  trois  axes.  Trois  équations 
«ont  donc ,  pareillement ,  nécessaires  et  suffisantes 
pourétablir  ré^iuilibre  de  rotation;  et  Ton  aperçoit^ 
avec  la  même  facilité  que  dans  le  cas  précédent , 
ladestination  mécanique  propre  à  chacune  d'elles* 
En  appliquant  l'analyse  précédente  à  l'ensem- 
ble des  six  équations  générales  rapportées  au  com- 
mencement de  celte  leçon ,  pour  l'équilibre  d'un 
corps  solide  animé  de  forces  quelconques,  il  est 
aisé  de  reconnaître  que  les  trois  premières  sont 
relatives  à  1  équilibre  de  translation ,  et  les  trois 
autres  à  Icquilibrc  de  rotation.  Dans  le  premier 
groupe,  la  première  équation  empêche  la  trans- 
lation suivant  l'axe  des  Xj  la  seconde  suivant  l'axe 
desj'*,  et  la  troisième  suivant  l'axe  des  z.  Dans  le. 
second  groupe,  la  première  équation  empêche 
le  corps  de  tourner  suivant  le  plan  des  x ,  y  ^  la 
seconde  suivant  le  plan  des  jr ,  z  ,  et  la  troisième 
suivant  le  plan  des  r^  z.  On  conçoit  nettement 
par  là  comment  la  coexistence  de  toutes  ces 
équations  établit  nécessairement  l'équilibre. 
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système  des  forces ,  msâs  des  géncs  plus  ou  moins 
étroites  auxquelles  le  corps  pourrait  être  assu- 
jetti dans  certains  cas,  et  qui  produiraient  des 
effets  semblables.  Il  suffirait  paiement  alors  de 
voir  nettement  quels  mouvemens  sont  rendus  im- 
possibles {>ar  la  naturedes  conditions  imposées ,  et 
de  supprimer  les  équations  d'équilibre  qui  s*y 
rapportent  9  en  conservant  celles  relatives  aux 
mouvemens  restés  libres.  C'est  ai  nsi^  par  exemple» 
que ,  dans  le  cas  d'un  système  quelconque  de  for- 
ces, on  trouverait  que  les  trois  dernières  équa* 
lions  suffisent  pour  l'équilibre,  si  le  corps  est 
retenu  par  un  point  fixe  autour  duquel  il  peut 
tourner  librement  en  tout  sens  ,  tout  mouve- 
ment de  translation  étant  alors  devenu  impossible^ 
de  méuic  on  verrait  les  équations  d'équilibre 
être  au  nombre  de  deux ,  ou  même  se  réduire  à 
une  seule,  s'il  y  avait  à  la  fois  deux  points  fixes, 
suivant  que  le  corps  pourrait  ou  non  glisser  le 
long  de.l  axe  qui  les  joint;  et  enfin  on  arriverait 
à  reconnaître  que  l'équilibre  existe  nécessairement 
sans  aucunecondition ,  quelles  que  soient  les  forces 
du  système ,  si  le  corps  solide  présente  trois  points 
fixes  non  en  ligne  droite.  Enfin  on  pourrait  en- 
core employer  le  même  ordre  de  considérations 
lorsque  les  points ,  au  lieu  d'être  rigoureusement 
fixes^  seraient  seulement  astreints  à  demeurer  sur 
des  courbes  ou  des  surfaces  données. 
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luitëe  eu stalique  avant  larcforme de  M.  PoÏDSot , 
et  que  j'ai  caractérisée  dans  son  enaemble  au  com- 
mencement de  cette  leçon ,  ne  remplit  nullement 
cette  condition  essentielle,  sans  lacjuelle  néan- 
moins il  me  paraît  impossible  de  concevoir  net- 
tement l'expression  analytique  des  lois  générales 
de  l'équilibre. 

Après  avoir  considà^  les  diverses  manières 
{vincipales  de  parvenir  aux  lois  exactes  de  l'équi- 
libre abstrait  pour  un  système  quelconque  des 
forces,  en  supposant  les  corps  dans  cet  état  com- 
plètement passif  que  nous  aviousd'abord  reconnu, 
quoique  purement  bypothèlique  >  être  stricte- 
ment indispensable  à  l'établissement  des  principes 
fondamentaux  de  la  mécanique  rationnelle;  nous 
devons  maintenant  examiner  comment  les  {géo- 
mètres ont  pu  tenir  compte  dea  propriétés  géné- 
rales naturelles  aux  corps  réels ,  et  auxquelles  il 
faut  nécessairement  avoir  ^rd  dans  toute  appli- 
cation eficctive  de  la  mécanique  abstraite.  La 
seule  que  l'on  sache  jusqu'ici  prendre  en  consi- 
dération d'une  manière  vraiment  complète ,  c'est 
la  pesanteur  terrestre.  \'oyou8  comment  on  a  pu 
l'introduire,  en  effet,  dans  les  équations  statiques* 
Cet  important  examen  constitue,  sans  doute, 
dans  Tordre  strictement  logique  de  nos  études 
philosophiques,  une  anticipation  vicieuse  sur  In. 
partie  de  ce  cours  relative  à  la  physique  propre- 
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ti^ement  que  des  approximations ,  puisque^  de 
fait^  toutes  ces  forces  concourraient  au  centre  de 
la  terre  si  cette  planète  était  rigoureusement sphé- 
rique,  et  que  leur  intensité  absolue,  indépendam- 
ment des  inégalités  qui  tiennent  à  la  force  centri- 
fuge produite  par  le  mouvement  de  rotation  de 
la  terre ,  varie  en  raison  inverse  des  carrés  des 
distances  des  molécules  correspondantes  au  cen- 
tre de  notre  globe.  Mais  y  quand  il  ne  s'agit  que 
des  masses  terrestres  à  notre  disposition ,  aux- 
quelles sont  ordinairement  destinées  ces  appli- 
cations de  la  statique ,  les  dimensions  u  en  sont 
jamais  assez  grandes  pour  que  le  défaut  de  paral- 
lélisme et  d'égalité  entre  les  pesanteurs  des  di- 
verses molécules  de  chaque  masse  ^  doive  être 
réellement  pris  en  considération.  On  suppose 
donc  alors ,  avec  raison ,  toutes  ces  forces  rigou- 
reusement parallèles  et  ^ales,  ce  qui  simplifie 
extrêmement  la  question  de  leur  composition. 
En  effet,  leur  résultante  est>  dès  ce  moment^ 
^alc  k  leur  somme ,  et  agit  suivant  une  droite 
|)arallèle  à  leur  direction  commune ,  en  sorte  que 
son  intensité  et  sa  direction  sont  immédiatement 
connues.  Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  trou- 
ver son  point  d'application ,  c'est-à-dire  ce  qu'on 
appelle  le  centre  degra\^ité  du  corps.  D'après  les 
propriétés  générales  du  point  d'application  de  la 
résultante  dans  un  système  quelconque  de  forces 
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|)arn)lè)<-5,  tu  tlisUuo-  de  vc  point  &  un  pUa 
qui'IcoïKitirr  rst  ^It'  k  kl  ftomnie  des  momens  de 
lie  loitlcs  les  forces  du  synlCDic  par  rapport  à  ce 
même  plan,  divisa  par  la  soiuiui'  de  ces  forces 
elles -niéiiies.  En  appliquant  cette  formule  an 
cenlre  (le  ;;r,ivïtâ,  et  ayant  égard  à  la  siniplincalioii 
que  produit  alors  l'ûgalil^  de  toutes  les  forces 
propagées,  on  trouve  que  la  disLauce  du  oculrft 
de  {iravifi  k  un  plau  quelconque  est  égale 
h  la  Nomuic  de*  distances  de  lou»  Ira  poiots  du 
corps  coiiiiKlérc ,  dtvtsce  par  le  noml>rc  de  cm 
points;  c'est ^-dire,  que  cette  distaiico  c«t)  w 
ce  qu'on  iipptdle  proprement  la  moyenne  arilb- 
métique  entre  les  distances  de  tous  U-s  points  pro- 
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tans  à  concevoir  habituellement  ainsi  la  notion 
générale  du  centre  de  gravité,  en  faisant  complè- 
tement abstraction  de  toute  considération  de  pe* 
sauteur,  car  cette  idée  simple  et  purement  géo-» 
métrique  est  précisément  celle  qu'on  doit  sen 
former  dans  la  plupart  des  théories  principales 
de  la  mécanique  rationnelle ,  surtout  quand  on 
envisage  les  grandes  propriétés  dynamiques  du 
centre  des  moyennes  distances,  où  l'idée  hétéro- 
gène et  surabondante  de  la  gravité  introduit  ordi* 
nairement  une  complication  et  une  obscurité  vi- 
cieuses. Cette  manière  de  concevoir  la  question 
conduit  naturellement,  il  est  vrai^  à  l'exclure  de 
la  ^mécanique  pour  la  faire  rentrer  dans  la  géo~ 
nictric^  comme  je  lai  proposé.  Si  je  ne  l'ai  |)as 
ainsi  classée  effectivement ,  c'est  uniquement  aûn 
de  ne  m'ccartcr  que  le  moins  possible  des  habi- 
tudes aniversellenient  reçues,  quoique  je  futee  . 
très  -  convaincu  qu'une  telle  transposition  se- 
rait la  seule  disposition  vraiment  rationnelle. 
Quoi  qu'il  en  soit  de  cette  discussion  d ordre, 
ce  qui  importe  essentiellement  c'est  de  ne 
point  se  méprendre  sur  la  vériUible  nature  de 
la  question,  à  quelqu'cpoque  et  sous  quelque 
dénomination  qu'on  juge  convenable  de  la 
traiter. 

f^  seule  définition  géométrique  du  centre  de 
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mation  générale  que  consiste 

^jUque,  toute  la  difficulté  Ion 
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vue  le  plus  étendu.  Or  il  esi 
•nt^ral  doune  immédiateme 
surmonter,  puisque  ces  deux 
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lémens  géométriques  infiniment  petits  de  la 
ffmasse  considérée ,  et  celle  qui  représente  le  numé- 
tratcur  propre  ù  chaque  formule  se  rapporte  aux 
I  produits  de  ces  élémens  par  leurs  coordonnées 
correspondaDles.ll  suit  de  \h  ,  pour  ne  considérer 
ici  que  le  cas  le  plus  général ,  qu'en  décomposant 
le  corps  seulement  eo  élémens  inliniment  petits 
dans  deux  sens  par  deux  séries  de  plans  infini- 
ment rapprochés  parallèles  les  uns  au  plan  des 
a:,  z,  les  autres  au  plan  des^*,  s,  on  trouvera 
HUssitôt  les  formules  fondamentales  , 


'£■■'"''' 
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Foui  feront  connaître  les    trois  coordonnées  du] 
centre  de  gravité  du  volume   d'un    corps  bo-l 
mogéuc  de   forme  quelconque,    limite  par  une! 
surface  dont  ré(|uation  enj:,^,  etz,  est  supposrâ 
donnée.  On  obtiendra  de  la  même  manière,  pour 
le  centre  de  gravité  de  la  surface  seule  de  ce  corps, 
Jes  formules 


Jf^'yy 


l.a  dëlcrmiuation  descenti 
réduite  ainsi ,  dans  chaque 
recherches    purement    an 
analogues  à  celles  qu  exigen 
vu,  les  quadratures  et  les  c 
ces  int^ations  étant ,  eu  g 
quées  y  l'état  d  extrême  inip 
se  trouve  jusqu'ici  le  calci 
bien  plus  rarement  encore  dt 
tion  déGnitive.  Mais  ces  fon 
ont  pas  moins  9  par  elles-méi 
capitale,  pour    introduite 
centre  de  gravité  dans  les 
la  mécanique  analytique,  a 
spécialement  occasion  de  le 
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une  surface  de  révolution,  ce  qui   heureuse 
ment  a  lieu  dans  la  plupart  des  applications  vrai- 
ment importantes. 

Telle  est  donc  essentiellement  la  manière  de 
tenir  compte  de  la  pesanteur  terrestre  dans  les 
applications  de  la  statique  abstraite.  Quant  à  la 
pesanteur  universelle ,  on  peut  ^ÎJ^C  que  jusqu'ici 
elle  n'a  été  prise  en  considération  d'une  manière 
vraiment  complète,  que  relativement  aux  corps 
sphériqucs.  Ce  n'est  pas  que ,  lorsque  la  loi  delà 
gravitation  est  supposée  connue,  et  surtout  en 
la  concevant  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance,  comme  dans  la  véritable  pe- 
santeur universelle,  on  ne  puisse  aisément  con- 
struire, à  Taidc  d'intégrales  convenables,  des 
formules  qui  expriment  la  Itraction  d'un  corps  de 
figure  et  de  constitution  quelconques  sur  un 
point  donné ,  et  même  sur  un  autre  corps.  Mais 
ces  expressions  symboliques  générales  sont  de- 
meurées jusqu'ici  le  plus  souvent  inapplicables ^ 
faute  de  pouvoir  ciTectuer  les  intégrations  qu'elles 
indiquent,  même  quand  on  suppose,  pour  sim- 
plifier la  question,  que  chaque  corps  est  homo- 
gène. Ce  n'est  encore  que  pai*  une  approximation 
tort  imparfaite  qu'on  a  pu  parvenir  à  la  détermi- 
nation définitive  dans  le  cas  très-simple  de  l'at- 
traction de  deux  ellipsoïdes,  et  les  approxima- 
tions n  ont  pu  être  conduites  jusqu'au  degré  de 
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|ii'écisioii  coiivoiiabtc ,  qu'en  supposant  ces  elip- 
SDÏiies  très-peu  dilTërcns  de  la  splière ,  ce  qui  a  lien 
lii'uri'iisomcni  pour  toutes  nos  planètes.  Il  faat 
(raillt'ui's  coiisidcrer  que,  dans  la  réalité,  cesfoi^ 
iiinli-ssupposL'nt  la  connaissance  préalable  de  ta  loi 
(U-  la  donsilc  à  l'intérieur  de  chaque  corps  proposé, 
ce  que  nous  igtiorons  jusqu'ici  complètement. 

Dans  l'i'Uit  présent  de  cette  importante  etdif- 
ficlU-  lli<'orii>,  un  peut  dire  que  les  théorèmes 
pi'iniitir!:  de  Newton  sur  l'attraction  des  corps 
.spiieriqurs  constituent  effectivement  encore  li 
|>ai'ti'>  In  [ilm  utile  de  cet  ordre  de  notioas.Ces 
proprie'lés  si  rcmarqualtlcs ,  et  que  lïcwtonasi 
i[ilcineiil  éiablies  ,  consistent,  comme  o 
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La  pesanteur  est  la  seule  force  naturelle  dont  x 
nous  sachions  réellement  tenir  compte  en  stati- 
que rationnelle  :  encore  voit-on  combien  cette 
ëtudc  est  encore  peu  avancée  par  rapport  à  la 
gravité  universelle.  Quant  aux  circonstances  ex- 
térieures générales ,  dont  on  a  dû  paiement  faire 
d'abord  complètement  abstraction  pour  établir 
les  lois  rationnelles  de  la  mécanique,  comme  le 
frottement,  la  résistance  des  milieux,  etc.,  on 
peut  dire  que  nous  ne  connaissons  encore  nulle- 
ment la  manière  de  les  introduire  dans  les  rela- 
tions fondamentales  données  par  la  mécanique 
analytique ,  car  on  n'y  est  parvenu  jusqu'ici  qu'à 
l'aide  dliypothèsscs  fort  précaires,  et  même  évi- 
demment inexactes,  qui  ne  peuvent  être  réelle- 
ment considérées,  dans  le  plus  grand  nombre  des 
cas^  que  comme  propres  à  fournir  des  exercices 
de  calcul.  Du  reste,  nous  devrons  naturellement 
revenir  sur  ce  sujet  dans  la  partie  de  ce  cours 
relative  à  la  physique  proprement  dite. 

Pour  compléter  l'examen  philosophique  de 
l'ensemble  de  la  statique ,  il  nous  reste  enfin  à 
considérer  sommairement  la  manière  générale 
d'établir  la  théorie  de  l'équilibre,  lorsque  le 
corps  auquel  les  forces  sont  appliquées  est  sup- 
posé se  trouver  à  l'état  fluide,  soit  liquide,  soit 
gazeux. 

L'hydrostatique  peut  être  complètement  traitée 

TOME  I.  /|3 


déjà  fourni  les  éqiiatic 

hdes  ,  en  ayant  seulenu 

vient,  aux  nouvelles  c 

(lui  résultent  (le  la  fluid 

La  preniièro  inétIiod( 

niencer  par  être  la  seuh 

primitiveineot  la  plus  fa 

nelle.  Tel  a  été  effecti 

travaux  des  géomètres  d 

liuitième  siècle  sur  cet 

la  mécanique  générale.  I 

IKirticuliers  aux  fluides 

faisans  ,  ont  été  success 

oipalement  à  l'occasion 

dans  laquelle  les  géomètj 

terminer  à  priori  la  véri 

supposée  originairement 

capitale  (jui ,  envisagée 


MATHÉMATIQUES.  607 

libre  la  f)crpcndicularilé  évidemment  nécessaire 
lie  la  pesanteur  h  la  surface  libre  du  fluide. 
Newton  de  son  côté  avait»  à  la  même  époque , 
choisi  pour  considération  fondamentale  la  néces- 
sité non  moins  évidente  de  l'égalité  de  poids  entre 
les  deux  colonnes  fluides  allant  du  centre,  l'une 
au  pôle ,  l'autre  À  un  point  quelconque  de  l'équa- 
teur.  Bouguer ,  en  discutant  plus  tard  cette  im- 
porUinte  queslion,  montra  clairement  que  ces 
deux  manières  de  procéder  étaient  également  vi- 
cieuses, eu  ce  que  le  principe  d'Huyghenset  ce- 
lui de  Newton,  bien  qiie  tous  deux  incontesta- 
bles, ne  s'accordaient  point ,  dans  lyi  grand  nom- 
bre de  cas ,  à  donner  la  mémo  forme  à  la  masse 
fluide  en  équilibre,  ce  qui  mettait  pleinement  en 
évidence  leur  insuffisance  commune.  Mais  Bou- 
guer se  trompa  gravement  à  son  tour,  en  croyant 
que  la  réunion  de  ces  deux  principes  ,  lorsqu'ils 
s'accordaient  à  indiquer  une  même  (igure,  était 
entièrement  suffisante  pour  l'équilibre.  Clairaut , 
dans  son  immortel  traité  de  lajigure  de  la  terre  ^ 
découvrit ,  le  premier ,  les  véritables  lois  géné- 
rales de  l'équ^bre  d'une  masse  fluide ,  en  par* 
tant  de  la  considération  évidente  de  l'équilibre 
isolé  d'un  canal  quelconque  inflniment  petit;  et , 
d'après  ce  criterhun  infaillible,  il  montra  qu'il 
pouvait  exister  ime  infinité  de  cas  dans  lesquels 
la  combinaison  exigée  par  Bouguer   se   trouvait 


*^â«L  ucuiDiir  la  tacoric 
libre  des  fluides  sur  des 
relies  et  plus  distinctes  q 
illustre  inventeur.  On  do 
guer,  à  cet  èçard,  les  tra\ 
tout  ceux  d*Euler,  qui  o 
fondamentale  la  forme  sin^ 
maintenant  dans  tous  les 
fondant  sur  le  principe  c 
en  tout  sens ,  qu'on  peut  i 
générale  indiquée  i)ar  lob 
à  la  constitution  statique  d 
est  incontestablement,  en 
nable  qu'on  puisse;  emplo^ 
cberclie  ,  lorsqu'on  v(*ut  ti 
quelque  considération  prof 
rie  de  leur  équilibre,  dont 
ment  les  équations  généra 
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que  molécule  est  également  pressée  suivant  les 
trois  axes  perpendiculaires  h  ses  faces  par,  l'en- 
sonible  des  forces  du  sys  ème,  la  pression  de  la 
molécule  en  chaque  sens  étant  égale  à  la  diffé- 
rence des  pressions  exercées  sur  les  deux  faces 
o{)posées  correspondantes.  On  trouve  ainsi  que  la 
loi  mathématique  de  l'équilibre  d'un  fluide  quel- 
<*on(pic^  par  quelques  forces  qu'il  soit  sollicité , 
est  exprimée  par  les  trois  équations  : 

où  P  exprime  la  pression  supportée  par  la  molé- 
cule dont  les  coordonnées  sont  oCj  y  ^  s,  et  la 
densité  ou  pesanteur  spécifique  /> ,  et  X,  Y  ,  Z  , 
désignent  les  composantes  toLiIes  des  forces  dont 
le  fluide  est  animé  suivant  les  trois  axes  coordon- 
nés. Comme  on  peut  évidemment  déduire,  de 
l'ensemble  de  ces  tiois  équations  ,  la  formule 

P^jp  iXdx  +  Ytfy  4-  Zdz) 

pour  la  détermination  de  la  pression  en  chaque 
point ,  quand  les  forces  seront  comiues  ainsi  que 
la  loi  de  la  densité^  il  est  possible  de  donner  une 
autre  forme  analytique  «\  la  loi  générale  de  l'équi- 
libre des  fluides,  en  se  bornant  à  dire  que  la 
lonction  dillérentielle,  placée  ici  sous  lesiffue  S, 
doit  satisfaire  aux  conditions  connues  (l'intégra- 
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tables  dans  L><  .iiw^lîr^otir^ 


IIATUÉMATIQUES.  64  i 

tion,  le  plus  souvent  encore  inconnue,  de  l'équa- 
tion précédente.  On  doit  remarquer  d'ailleurs  que 
cette  équation  cst^  par  sa  nature,  assez  générale 
{)our  qu'on  puisse  l'appliquer  même  h  l'équilibre 
d'une  masse  fluide  qui  serait  animée  d'un  mou- 
vement de  rotation  déterminé ,  comme  l'exige 
surtout  la  grande  question  de  la  figure  des  pla- 
nètes. Il  suffit  alors  en  effet  de  comprendre, 
parmi  les  forces  du  système  proposé,  les  forces 
centrifuges  qui  résultent  de  ce  mouvement  de 
rotation. 

Telle  est ,  par  aperçu ,  la  manière  générale 
d'établir  la  tbéoric  mathématique  de  l'équilibre 
des  fluides,  en  la  fondant  directement  sur  des 
princij)es  Matiques  particuliers  à  ce  genre  de 
corps.  On  conçoit,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué, 
({ue  cette  méthode  ait  dû  d  abord  être  seule  em- 
ployée; car,  à  1  époque  des  premières  recherches, 
les  différences  caractéristiques  entre  les  solides  et 
\vs  fluides  devaient  nécessairement  paraître  trop 
con^dérables  pour  qu'aucun  géomèlre  pût  alors 
se  j)roposer  d'appliquer  «\  ceux-ci  les  principes 
généraux  uniquement  destinés  aux  autres,  en 
ayant  seulement  égard,  dans  celte  déduction,  à 
quelques  nouvelles  conditions  spéciales.  Mais , 
quand  les  lois  fondamentales  de  l'hydrostatique 
ont  enfin  été  obtenues,  et  que  l'esprit  humain  , 
cessant  d'être  préoccupé  de  la  difficulté  de  leur 
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le  seul  principe  des  vitesses  virtuelles.  Ce  prin- 
cipe est  évidemment 9  en  effet ,  par  sa  nature, 
tout  aussi  directement  applicable  aux  fluides 
qu'aux  solides  y  et  c'est  là  une  de  ses  propriétés 
les  plus  précieuses.  Dés  lors  l'hydrostatique,  phi- 
losophiquement classée  à  son  rang  naturel ,  n  a 
plus  été  y  dans  le  traité  do  Lagrange ,  qu'une  di- 
vision secondaire  de  la  statique.  Quoique  cette 
manière  de  la  concevoir  n'ait  pas  encore  pu  de- 
venir suffisamment  familière ,  et  que  la  méthode 
hydrostatique  directe  soit  restée  jusqu'ici  la  seule 
usuelle,  il  n'est  pas  douteux  cjue  la  méthode  de 
Lagrange  finira  par  être  habituellement  et  exclu- 
sivement adoptée,  comme  étant  celle  qui  im- 
prime à  la  science  son  véritable  caractère  défi- 
nitif, en  la  faisant  dériver  tout  entière  d'un 
principe  unique. 

Pour  se  représenter  nettement ,  en  général , 
comment  le  principe  des  vitesses  virtuelles  peut 
conduire  aux  équations  fondamentales  de  l'équi- 
libre des  fluides^  il  suffit  de  considérer  que  tout 
ce  qu'une  telle  application  exige  de  particulier 
consiste  seulement  à  comprendre  parmi  les  forces 
quelconques  du  système  une  force  nouvelle,  la 
pression  exercée  sur  chaque  molécule,  qui  intro- 
duira un  terme  de  plus  dans  l'équation  générale, 
ou,  plus  exactement,  qui  donnera  lieu  à  trois  nou- 
veaux monicTis  virtuels,  si  Ton  distingue  ,  comme 
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gaz.  Celle  nouvelle  circonslance  donnera  lieu  à 
une  équalJon  analogue  à  celle  des  liquides ,  quoi* 
que  plus  compliquée.  Seulement  celle  dernière 
section  de  la  théorie  générale  de  ré([uilibre,  outre 
les  grandes  difficultés  analytiques  qui  lui  sont 
propres,  se  ressentira  nécessairement,  dans  les 
applications ,  de  l'incertitude  où  l'on  est  encore 
sur  la  véritable  loi  des  gaz  relativement  à  la  fonc- 
tion de  la  pression  qui  exprime  réellement  la 
densité,  car  la  loi  de  Mariette,  si  précieuse  par 
sou  exti'éme  simplicité,  ne  peut  malheureuse- 
ment être  regardée  que  comme  une  approxima- 
tion ,  qui ,  suffisamment  exacte  pour  des  circon- 
stances moyennes ,  ne  saurait  être  étendue  rigou- 
reusement à  un  cas  quelconque. 

Tel  est  le  caractère  fondamental  delà  méthode 
incontestablement  la  plus  ratiounelle  qu'on  puisse 
employer  pour  former  la  théorie  abstraite  de  l'é- 
quilibre des  fluides ,  et  que  nous  devons  regarder, 
surtout  dans  cet  ouvrage,  comme  constituant  dé- 
sormais la  conception  définitive  de  l'hydrosta- 
tique. Celte  conception  paraîtra  d'aulantplus phi- 
losophique que,  dans  la  statique  ainsi  traitée, 
on  trouve  une  suite  de  cas  en  quelque  sorte  inter- 
médiaires entre  les  solides  elles  fluides,  lorsqu'on 
considère  les  questions  relatives  aux  corps  solides 
susceptibles  de  changer  de  forme  jusqu'à  un  cer- 
tain degré  d'après  des  lois  déterminées  ;  c'esl-à- 
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DIX-SEPTIEME    LEÇON. 


Sommaire.  Vue  générale  de  la  dynamique. 

L'objet  essentiel  de  la  dynamique  consiste , 
comme  nous  1  avons  vu,  dans  Tétude  des  mouve- 
mens  variés  produits  par  les  forces  continues  y 
la    théorie  des  mouvemens  uniformes  dus  aux 
forces  instantanées  n'étant  entièrement  qu'une 
simple  conséquence  immédiate  des  trois  lois  fon- 
damentales du  mouvement.  Dans  cette  dynami- 
que des  mouvemens  variés  ou  des  forces  conti- 
nues on  distingue  ordinairement  et  avec  raison 
deux  cas  généraux,  suivant  qu'on  considère  le 
ihottvement  d'un  point  ou  celui  d'un  corps.  Sous 
le  point  de  vue  le  plus  positif,  cette  distinction 
revient  à  concevoir  que,  dans  certains  cas,  toutes 
les  parties  du  corps  prennent  exactement  le  même 
mouvement ,  en  sorte  qu'il  suffit  alors  en  effet  de 
déterminer  le  mouvement  d'une  seule  molécule , 
chacune  se  mouvant  comme  si  elle  était  isolée , 
s^iuii  aucun  égard  aux   conditions  de  liaison  du 
T('Mi:   I.  l\f\ 
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Mais  9  avant  d'entrer  dans  l'examen  philoso- 
phique de  ces  deux  questions  générales ,  nous  de- 
vons d^abord  arrêter  notre  attention  sur  une 
théorie  préliminaire  fort  importante,  celle  du 
mouvement  varié  envisagé  en  lui-même ,  c'est-à- 
dire  conformément  à  l'expression  ordinaire,  la 
théorie  du  mouvement  rcctilignc  produit  par  une 
seule  force  continue,  agissant  indéfiniment  selon 
la  même  direction.  Cette  théorie  élémentaire  est 
indispensable  pour  établir  les  notions  fondamen- 
tales qui  se  reproduisent  sans  cesse  dans  toutes 
les  parties  de  la  dynamique.  Voici  en  quoi  elle 
consiste  essentiellement,  d'après  notre  manière 
de  concevoir  la  mécanique  rationnelle. 

Nous  avons  précédemment  remarqué  que,  dans 
la  question  dynamique  directe ,  il  fallait  néces- 
sairement supposer  connu  l'effet  de  chaque  force 
unique,  la  véritable  inconnue  du  problème  gé- 
néral étant  l'effet  déterminé  par  le  concours  de 
toutes  les  forces.  Cette  observation  est  incontes- 
table. Mais ,  d'après  cela ,  quel  peut  être  l'objet 
de  cette  partie  préliminaire  de  la  dynamique 
qu'on  destine  ù  l'étude  du  mouvement  résultant 
de  l'action  d'une  seule  force  continue?  La  contra- 
diction apparente  ne  tient  qu'aux  expressions  peu 
exactes  qu'on  emploie  ordinairement ,  et  diaprés 
lesquelles  une  telle  question  semblerait  aussi  dis- 
tincte et  aussi  directe  que  les  véritables  questions 


raient  jamais  être  doiii 
que  chacune  puisse  étr 
venable,  d  où  résulte  la 
en  général ,  de  l'une  qi 
toutes  les  autres  :  c'est 
que  consiste  propreuien 
liminaire  du  mouvemen 
exactement  sous  le  nom 
force   unique.  Ces  div( 
lentes  d'un  même  mouv 
la  considération  simult£ 
fondamentales  distinctes 
qu'on  y  peut  envisager  , 
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la  loi  d'inerlic ,  du  inouveniont  dcj  i  eiïeciné  :  il 
est  également  intéressant  de  déterminer  aussi 
quelle  est,  h.  chaque  instant,  l'intensité  de  la  force 
continue^  comparée  à  celle  d'ime  force  accélé- 
ralrice  constante  bien  connue^  telle,  par  exem- 
ple ^  que  la  gravité  terrestre,  la  seule  force  de  ce 
genre  qui  nous  soit  assez  familière  pour  servir 
habituellement  de  type  convenable.  Dans  d  autres 
occasions,  au  contraire,  le  mouvement  pourra 
être  naturellement  défini  par  la  loi  qui  règle  la 
variation  de  la  vitesse  en  raison  du  temps,  et  d'où 
il  faudra  conclure  celle  relative  à  l'espace,  ainsi 
que  celle  qui  concerne  la  force.  Il  en  serait  de 
même  si  la  définition  primitive  du  mouvement 
omsistait  dans  la  loi  de  la  force  continue,  qui 
pourrait  n'être  pas  toujours  immédiatement  don- 
née en  fonction  du  temps ,  mais  quelquefois  par 
rapport  à  l'espace ,  comme  par  exemple  lorsqu'il 
s'agit  de  la  gravitation  universelle,  ou  d'autres 
fois  relativement  à  la  vitesse,  ainsi  qu*on  le  voit 
pour  la  résistance  des  milieux.  Enfin ,  si  l'on  con- 
sidère cet  ordre  de  questions  sous  le  point  de  vue 
le  plus  étendu,  il  faut  concevoir,  eu  général, 
que  la  définition  d'un  mouvement  varié  peut  être 
donnée  par  une  équation  quelconque,  pouvant 
contenir  \  la  fois  ces  quatre  variables  dont  une 
seule  est  indépendante,  le  temps^  l'espace,  la 
vitesse,  et  la  force  ;  le  problème  consistera  à  dé* 
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sairc  de  ces  quatre  variables  si  m  ul  la  nées  sera  ex- 
primée nnalyiiquemeiit  par  les  deux  formules 
fondamentales. 

D'après  ces  formules,  toutes  les  questions  rela- 
tives à  cette  théorie  préliminaire  du  mouve- 
ment varié  se  re'duiront  immédiatement  i  de 
simples  recherches  analytiques,  qui  consiste- 
ront  ou  dans  des  diil'érentiations,  ou,  le  plus 
souvent,  dans  des  intégrations.  En  considérant  le 
cas  le  plus  général ,  où  la  dérinition  primitive  du 
mouvement  proposé  serait  donnée  seulement  par 
une  équation  entre  les  quatre  variables,  le  pro- 
blème analytique  consistera  dans  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  du  second  ordre, 
relative  h  la  fonction  e  ,  et  qui  pourra  être  fré- 
quemment inexécutable,  vu  i'estrôme imperfec- 
tion actuelle  du  calcul  intégrai. 

La  conception  fondamentale  de  Ligrange,  relali- 
;eDtà  l'analyse  transcendante,  l'ayant  nécessai- 
rement obligé  à  se  priver  des  facilités  qu'offre  l'em- 
ploi de  la  méthode  infinitésimale  pour  l'établisse- 
ment des  deux  formulesdvnamiques précédentes, 
il  a  étéconduità  présenter  cette  lliéorie  sous  un  nou- 
veau point  de  vue,  dont  on  n'a  pas  communémeDi, 
ce  me  semble  ,  ussez  apprécié  l'iniporlaiice ,  et  qui 
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des  deaK  fouctioiis^et  F  auraévidcmuicul  pour 
expression^  d'après  la  formule  de  Taylor,  la  série 

(/(0-F(0)/i+(/"(0-/^'(0)^  + 

(/r'r(,)_l^(0)^  +  elc. 

A 1  aide  de  cette  série  y  on  pourra  y  par  des  con- 
sidérations entièrement  analogues  à  celles  cm* 
ployées  dans  la  théorie  des  courbes ,  se  Êiii*e  une 
idée  nette  de  l'assimilation  plus  ou  moins  parfaite 
des  deux  mouvemens,  suivant  les  relations  analy- 
tiques plus  ou  moins  étendues  des  deux  fonctions 
primitives  y*  et  F.  Si  leurs  dérivées  du  premier 
ordre  ont  une  même  valeur  ,  il  existera  entre 
les  deux  mouvemens  ce  qu'on  pourrait  appeler 
une  asimilation  du  premier  ordre,  semblable 
au  contact  du  premier  orvire  dans  les  courbes, 
et  qu'on  pourra  caractériser,  sous  le  rapport  con- 
cret, en  disant  alors  que  le  mouvement  des  deux 
corps  sera  le  même  pendant  un  instant  infini- 
ment petit.  Si  9  en  outre ,  les  deux  dérivées  du 
second  ordre  prennent  encore  la  même  valeur, 
l'assimilation  des  mouvemens  deviendra  plus  in- 
time, et  s'élèvera  au  second  ordre;  elle  consistera 
physiquement  alors  en  ce  que  les  deux  mobiles 
auront  le  même  mouvement  pendant  deux  instans 
infiniment  petits  consécutifs.  Pareillement,  en 
ajoutant  à  ces  doux  premières  relations  l'égalité 


de  fonctious  dérivées  succesi 
pectivement  la  même  valeur 
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analytique  dépende  d'un  nombre  de  plus  en  plus 
grand  de  constantes  arbitraires ,  et  qui  pourront, 
par  conséquent,  avoir  avec  lui  une  coïncidence 
de  plus  en  plus  prolongée.  Mais,  de  même  que 
nous  avons  vu  la  théorie  générale  des  contacts 
des  lignes ,  appliquée  à  la  mesure  de  la  courbure 
les  unes  par  le^  autres,  devoir  se  réduire  effecti- 
vement à  ]a  comparaison  d'une  courbe  quelcon» 
que  d'abord  avec  une  ligne  droite  et  ensuite  avec 
un  cercle,  ces  deux  lignes  étant  les  seules  qu'on 
puisse  regarder  comme  assez  connues  pour  servir 
utilement  de  type  à  l'égard  des  aut(^es ,  pareille- 
ment la  théorie  dynamique  relative  à  la  mesure 
des  mouvemens  les  uns  par  les  autres  doit  être 
réellement  limitée  à  la  comparaison  effective  de 
tout  mouvement  varié,  d'abord  avec  un  mouve- 
ment uniforme  où  l'espace  est  proportionnel  au 
temps,  et  ensuite  avec  un  mouvement  uniformé- 
ment varié  où  l'espace  croit  en  raison  du  carré 
du  temps;  ou  bien,  afin  de  tout  embrasser  en  une 
seule  considération ,  avec  un  mouvement  composé 
d'un  mouvement  uniforme ,  et  d'un  autre  unifor- 
mément varié,  tel  que  celui  d'un  corps  pesant 
animé  d'une  impulsion  initiale.  Ces  deux  mouve- 
mens élémentaires  sont,  en  effet,  comme  le  re- 
marque Lagrange,  les  seuls  dont  nous  ayons  réel- 
lement une  notion  assez  familière  poiu*  que  nous 
puissions  les  appliquer  avec  succéda  la  mesure  de 
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des  mouvemeos  variés ,  peuvent  êive  envisagés 
main  tenant  comme  une  simple  application  particu- 
lière d'une  méthode  Irès-générale ,  qui  nous  per- 
met abstraitement  d  entrevoir  une  mesure  beau- 
coup plus  parfaite  de  tout    mouvement  varié, 
quoique  de  puissans  motit's  de  convenance  nous 
obligent  à  considérer  seulement  la  mesure  primi- 
tivement adoptée.  On   conçoit ,  d'après  ce  qui 
précède,  que  si  la  nature  nous  offrait  un  exemple 
simple  et  familier   d'un  mouvement  rectiligne 
dans  lequel  lespace  croîtrait  proportionnellement 
au  cube  du  temps^  en  ajoutantà  nos  notions  dyna- 
miques ordinaires  la  considération  habituelle  de 
ce  mouvement,  nous  obtiendrions  une  connais- 
sance plus  approfondie  de  la  nature  d'un  mouve- 
ment varié  quelconque ,  qui  pourrait  alors  avoir 
avec    le   triple  mouvement  ainsi  composé    une 
assimilation  du  troisième  ordre,  ce  qui  nous  per- 
mettrait d'envisager  directement,  par  une  seule 
vue  de  l'esprit,  l'état  du  mobile  pendant  trois 
inslans   consécutifs,    tandis  que  nous  sommes 
maintenant   forcés  de  nous  arrêter  à  deux  in- 
stans.   Sous  le  rapport  analytique,  au  lieu   de 
nous  borner  aux  deux  premières  fonctions  déri- 
vées de   l'espace   relativement  au  temps ^  cette 
méthode    reviendrait   à   considérer    simultané- 
ment la  troisième   dérivée,    qui  aurait  dès  lors 
aussi  une  signilicntioii  dynamique,  dont  elle  est 
actuellement  dépourvue.  Dans  celte  supposition , 


%iik%Mi'c  pius  parlai  te  si ,  eten 
il  existait  en  outre  un  mo' 
lequel  1  espace  fût  proporti 
puissance  du  temps  ^  et  ain 
réalité ,  parmi  les  niouvemen 
parcouru  se  trouve  croître  \ 
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découverte  de  Galilée,  nous 
de  nous  arrêter  aux  deux  pre 
théorie  précédente  pour  la  m 
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Après  Texamen  gënëral  de  cette  importante 
théorie prëliminaire ,  je  passse  maintenant  à  consi- 
dérer sommairement  lecaractèrephilosophique  de 
la  véritable  dynamique  rationnelle  directe^  c^est-à- 
dire  de  1  étude  du  mouvement  curviligne  produit 
par  l'action  simultanée  de  diverses  forces  conti- 
nues quelconques  9  en  continuant  à  supposer 
dabord  que  le  mobile  soit  regardé  comme  un 
point,  ou  y  ce  qui  revient  au  même,  que  toutes 
les  molécules  du  corps  prenanè  exactement  le 
même  mouvement,  chacune  se  meuve  isolément 
sans  être  affectée  par  sa  liaison  avec  les  autres. 

On  doit  distinguer,  en  général ,  dans  le  mou- 
vement curviligne  d'une  molécule  soumise  à  l'ac- 
tion de  forces  quelconques,  deux  cas  très-diffé- 
rens,  suivant  qu'elle  est  d'ailleurs  entièrement 
libre,  de  manière  à  devoir  décrire  la  trajectoire 
qui  résultera  naturellement  de  la  combinaison  des 
forces  proposées,  ou  que,  au  contraire,  elle  est 
astreinte  à  se  mouvoir  sur  une  seule  courbe  ou 
sur  une  surface  donnée.  Li  théorie  fondamentale 
du  mouvement  curviligne  peut  être  établie  dans 
son  ensemble  suivant  deux  modes  fort  distincts, 
en  prenant  pour  base  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux 
cas ,  car  chacun  d'eux  peut  être  traité  directement 
et  se  trouve  en  même  temps  susceptible  de  se 
rattacher  à  l'autre,  les  deux  considérations  étant 
presqu'^alement  naturelles  selon  le  point  de  vue 
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rie  du  mouvement  rectiligne.  Le  premier  mode , 
qui  a  d  abord  été  le  plus  employé  par  les  géomè- 
tres ,  quoique  ,  sous  le  rapport  analytique  ^  il  ne 
soit  pas  le  plus  simple,  consiste  à  décomposer  à 
chaque  instant  la  résultante  totale  des  forces  con- 
tinues qui  agissent  sur  le  mobile  en  deux  forces , 
l'une  dirigée  selon  la  tangente  à  la  trajectoire  qu'il 
décrit ,  lautre  suivant  \çl  normale.  Considérons 
alors  pendant  un  instant  infiniment  petit ,  le  mou- 
vement comme  rectiligne  et  ayant  lieu  dans  la 
direction  de  la  tangente,  d'après  la  première  loi 
fondamentale  du  mouvement*  La  progression  du 
corps  en  ce  sens  ne  sera  évidemment  due  qu'à  la 
première  de  ces  deux  composantes,  à  laquelle, 
par  conséquent,  on  pourra  appliquer  la  formule 
élémentaire  ra[)portée  ci-dessus  par  le  mouvement 
rectiligne*  Cette  composante,  qui  est  d'ailleurs 
égale  à  la  force  accélératrice  totale  multipliée  par 
le  cosinus  de  son  inclinaison  sur  la  tangente, 
sera  donc  exprimée  par  la  seconde  fonction  dé- 
rivée de  l'arc  de  la  courbe  relativement  au  temps. 
En  développant  cette  équation  par  les  formules 
géométriques  connues,  et  introduisant  dans  le 
calcul  les  composantes  de  la  force  accélératrice 
totale  parallèlement  aux  trois  axes  coordonnés 
rectangulaires ,  on  parvient  finalement  aux  trois 
équations  fondamentales  ordinaires  du  mouve- 
ment curviligne.  Le  second  mode ,  plus  simple 
TOME  I.  45 
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la  molécule  dont  les  coo 
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quelles  les  questions  quelconques  de  dynamique 
relatives  h  un  corps  dont  toutes  les  molécules 
prennent  exactement  le  même  mouvement  se 
réduisent  immédiatement  à  des  problèmes  pure- 
ment analytiques,  lorsque  les  données  ont  élé 
convenablement  exprimées.  En  considérant 
d  abord  la  question  générale  directe ,  qui  est  la 
plus  importante ,  on  se  propose,  connaissant  ]a  loi 
des  forces  contiimes  dont  le  corps  est  animé  ^ 
de  déterminer  toutes  les  circonstances  de  son 
mouvement  effectif.  Pour  cela ,  de  quelque  ma- 
nière que  celle  loi  soit  donnée,  ou  en  fonction 
du  temps ,  ou  en  fonction  des  coordonnées ,  ou 
en  fonction  de  la  vitesse,  il  suffira  en  général 
d'intégrer  ces  trois  équations  du  second  ordre , 
ce  qui  donnera  lieu  à  des  difficultés  analytiques 
plus  ou  moins  élevées,  que  Timperfection  du 
calcul  intégral  pourra  rendre  fréquemment  in- 
surmontables. Les  six  constantes  arbitraires  suc- 
cessivement introduites  par  cette  intégration  se 
détermineront  d'ailleurs  en  ayant  égard  aux  cir- 
constances de  l'éLil  initial  du  mobile,  dont  les 
équations  différentielles  n'ont  pu  conserver  au- 
cime  trace.  On  obtiendra  ainsi  les  trois  coor- 
données du  corps  en  fonction  du  temps ,  de  ma- 
nière à  pouvoir  assigner  exactement  sa  position  à 
chaque  instant;  et  on  trouvera  ensuite  les  deux 
équations  caractéristiques  de  la  courbe  qu'il  dé- 

45. 
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très  comme  ayant  une  extrême  importance  pour 
simplifier  les  recherches  analytiques  auxquelles 
se  réduisent  les  prohlèmcs  de  dynamique ,  car  la 
condition  énoncée  se  vérifie  constamment ,  ainsi 
qu  il  est  aisé  de  le  prouver,  dans  un  cas  particu- 
lier fort  étendu ,  qui  comprend  toutes  les  grandes 
apiJications  de  la  dynamique  rationnelle  à  la  mé- 
canique céleste  >  c'est-à-dire  celui  où  toutes  les 
forces  continues  dont   le  corps  est  animé   sont 
des  tendances  vers  des  centres  fixes ,  agissant  sui- 
vant une  fonction  quelconque  de  la  distance  du 
corps  à  chaque  centre  ,  mais  indépendamment  de 
la  direction. 

Si>  prenant   maintenant   en  sens  inverse  la 
théorie  générale  du  mouvement  curviligne  d'une 
molécule  lihre,  on  se  propose  de  {déterminer,  au 
contraire  ,  d'après  les  circonstances  caractéristi- 
quesdu  mouvement  effectif,  la  loi  des  forces  accé- 
lératrices qui  ont  pu  le  produire,  la  question  sera 
nécessairement  heaucoup  plus  simple  sous  le  rap- 
port analytique ,  puisqu'elle  ne  consistera  essen- 
tiellement qu'en  des  différentiations.  Car  il  sera 
toujours  possible  alors  ^  par  des  recherches  pré- 
liminaires plus  ou  moins  compliquées,  qui  ne 
pourront  porter  que  sur  des  considérations  pure- 
ment géométriques ,  de  déduire,  de  la  définition 
primitive  du  mouvement  proposé  ,  les  valeurs  des 
trois  coordonnées  du  mobile  à  chaque  instant  en 
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ractëriscr  nettement ,  l'une  statique  y  Ynxxivedy- 
namùiue.  La  résistance  statique  est  celle  qui  au- 
rait  lieu  lors  même  (pie  le  corps  serait  immobile  ; 
clic  provient  de  la  pression  exercée  sur  la  coi^rbo 
prt.posée  par  les  forces  accélératrices  dont  il  est 
animé;  ainsi  on  lobliendra  en  déterminonl  la  com- 
posante de  la  forcecontinuc  totale  suivant  la  nor- 
male à  lacourbcdonnéc  au  point  quelon  considère. 
La  résistance  djnamique  aune  origine  toute  dif- 
férente; elle  n'est  engendrée  que  parle  mouvez 
ment  9  et  résulte  de  la  tendance  perpétuelle  du 
corps  à  abandonner  la  courbe  qu'il  est  forcé  do 
dédire  ,  pour  continuer  a  suivre,  en  vertu  de  la 
preniicre  loi  fondamentale  du  mouvement,  la  di- 
rection de  la  tangente.  Cette  seconde  résistance, 
qui  se  manifeste  dans  le  juissage  du  corps  d'un 
élément  de  la  courbe  a  l'élémenl  suivant,  est  évi- 
denmient  dirigée  à  cliaque  instant  selon  la  nor- 
male à  la  courbe  située  dans  le  plan  osculateur, 
et  pourra,  par  conséquent,  n'avoir  pas  la  même 
direction  que  la  rcsi.stance  statique  ,  si  le  plan  os- 
culateur ne  contient  pas  la  droite  suivant  laquelle 
agit  la  force  accélératrice  totale.  C'est  à  cette  ré- 
sistance dynamique  qu'on  donne,  eu  général ,  le 
nom  de  force  centrifuge ,  tenant  à  ce  que  les 
seules  forces  accélératrices  considérées  d'abord 
par  les  géomètres  étaient  des  forces  centripètes^  ou 
des  tendances  vers  des  centres  fixes.  Quant  à  son 
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nll'll^ik•,  en  coDccvani  <xUe  force  ccnlrifuge 
oiiiiiii-  uni.'  nuiivcllc  force  accélératrice,  elle  sera 
{■("■iiiri-  [i,ir  ];i  composante  normale  que  produit, 

liiiiN  <'li,L<|iio  instant  inliniinciit  [jctit,  la  vitesse 
lu  himMIc,  lorsqu'il  |>assc  d'un  élément  de  la 
laiilH'.niHiiutrc. Ou  trouve  ;)isénictitain»i,  api*^ 
\tiir  rliiiiiné  les  inrinilcsimales  auxiliaires  iutro- 
liii|i>  il.ilmrJ  nalurellcniciilpar  cette  considéra- 
ion  .  i|iii'  l:i  l'urcc  cenlrifti^e  est  coutiimellcuictit 
pile-  :iii  i:iii-é  de  la  vitesse  cfFective  du  mobile 
\\\\>r  |>:ii  11'  rayon  de  courbure  correspondant  de 
,1  cnu:!"'  piuposée.  Du  reste,  celte  expression  fon- 
lariii-iit:il(-,  auasi  bien  que  la  direi'tion  luéinede 
;i;ntrifu^e  ,  pourraient  être  cjitièremenl 
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losophique  doit  naturellement  être  renvoyé  à  la 
partie  de  ce  cours  qui  concerne  la  physique  pro- . 
prement  dite. 

Il  serait  superflu  de  considérer  distinctement 
ici  le  cas  où  le  mobile ,  au  lieu  de  devoir  décrire 
une  courbe  donnée  ^  serait  seulement  assujcti  à 
rester  sur  une  certaine  surface.  C'est  essentiel- 
lement par  les  mêmes  considératioils  qu'on  ra- 
mène ce  nouveau  cas,  d'aillem-s  peu  important 
dans  les  applications ,  à  celui  d'un  corps  libre.  Il 
n'y  a  d'autre  différence  réelle  qu'en  ce  qu  alors  la 
trajectoire  du  mobile  n'est  pas  d'abord  entière- 
ment déterininée,  et  qu'on  est  obligé ,  pour  la 
connaître ^  de  joindre  à  lequation  de  la  surface 
proposée  une  autre  équation  fournie  par  l'étude 
dynamique  du  problème. 

Considérons  maintenant,  par  aperçu^  le  se- 
cond mode  général  distingué  précédemment  pour 
construire  la  théorie  fondamentale  du  mouvement 
curviligne  d'ime  molécule  isolée ,  en  partant ,  au 
contraire ,  du  cas  où  la  molécule  est  préalablement 
assujétie  à  décrire  une  courbe  donnée. 

Toute  la  difiiculté  réelle  consiste  alors  à  établir 
directement  le  théorème  fondamental  relatif  à  la 
mesure  de  la  forme  centi'ifuge.  Or  c'est  ce  qu'on 
peut  £iire  aisément ,  en  considérant  d'abord  le 
mouvement  uniforme  du  corps  dans  un  cercle  > 
en  vertu  d  une  impulsion  initiale ,  et  sans  aucune 


G;!  PHILOSOPHIE   POfliTlVS. 

force  accclcratrtce ,  ainsi  que  l'a  supposé  UuT- 
ghenSj  aïKjucl  est  duc  la  base  de  cette  tliéonc.  Ij 
force  cciilrifii^c  est  des  loi'sdvidcmiuf>nt  ))rafKu<- 
tionncllc  au  sinus-TCrse  de  l'arc  de  cercle*  décrit 
djiis  un  itislaul  inriuimeiit  pelil ,  convcnaUciueiil 
coinfiarc  au  temps  corrrsponduul,  d'uù  il  ol  ficile 
{le  conclu  te,  comme  l'a  fait  Huyjjlieus,  qu'elle  i 
|iour  csprcssiou  le  carre  de  la  vitesse  cooMaiMe 
avec  Ucjucllu  le  muliile  clùcrit  le  cercle  diviK  pir 
le  ra}'oii  de  ce  cercle.  Ce  rcsiUlat  une  fois  obtenu, 
eu  le  combinant  avec  une  autre  DOlion  fouiis- 
ineulalc  duc  ^  Huy^liviis,  ou  en  déduit  (maie- 
diatctitcnt  la  valeur  de  lu  force  centrifuge  du» 
une  courbe  (judcoiiquc.  Il  ïuCil ,  pour  cela ,  it 
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procéder  présente  Tavantage  de  donner  une  idée 
plus  nette  de  la  force  centrifuge. 

Le  cas  du  mouvement  dans  une  courbe  déter- 
minée étant  ainsi  traite  préalablement  avec  toute 
la  généralité  convenable,  il  est  aisé  d'y  ramener 
celui  d'un  corps  entièrement  libre ,  décrivant  la 
trajectoire  qui  doit  nalurcUement  résulter  de 
l'action  simultanée  de  certaines  forces  accélératri- 
ces quelconques.  Il  suflit,  en  effet ,  suivant  Tin- 
dication  précédemment  exprimée^  de  concevoir 
le  corps  comme  assujéti  à  rester  sur  la  courbe 
qu'il  décrira  réellement ,  ce  qui  revient  évidem- 
ment au  même,  puisqu'il  importe  peu,  en  dyna- 
mique, le  corps  ne  pouvant  point  vérilablcraent 
parcourir  toule  autre  courbe ,  qu'il  y  soit  contraint 
par  la  nature  des  forces  dont  il  est  animé,  ou 
par  des  conditions  de  liaison  spéciales.  Dès  lors 
ce  mouvement  donnera  naissance  à  une  véritable 
force  centrifuge,  exprimée  |)ar  la  formule  géné- 
rale trouvée  ci-dossus.  Maintenant  il  est  clair 
que,  si  la  force  continue  totale  dont  le  mobile 
est  animé  a  été  d'abord  conçue  comme  décom- 
posée  à  cbaque  instant  en  deux  autres,  l'une  di- 
rigée suivant  la  tangente  à  la  trajectoire ,  et 
laiitre  selon  la  normale  située  dans  le  plan  oscu- 
latcur,  celle  dernière  doit  nécessairement  être 
égale  et  directement  opposée  à  la  force  centrifuge. 
Or ,  cette  composante  normale  ayant  pour  expros- 
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important ,  la  théorie  ordinaire  du  mouvement 
curviligne  9  en  rendant  sensible  l'existence  de  la 
force  centrifuge,  même  dans  le  cas  d'un  corps 
libre ,  notion  sur  laquelle  la  méthode  habituelle- 
ment adoptée  aujourd'hui  laisse  conununément 
beaucoup  d'incertitude  et  d'obscurilé. 

Âyantsuf&sammentétudié,  danscequi  précède, 
le  caractère  générai  de  la  partie  de  la  dynamique 
relative  au  mouvement  d'un  point,  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  d'un  corps  dont  toutes  les  mo- 
lécules se  meuvent  identiquement^  nous  devons 
maintenant  examiner,  sous  un  semblable  point 
de  vue ,  la  partie  de  la  dynamique  la  plus  difR- 
cilc  et  la  plus  étendue ,  celle  qui  se  rapporte  au 
cas  plus  réel  du  mouvement  d'un  système  de 
corps  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque , 
et  dont  les  mouvemens  propres  sont  altérés  par 
les  conditions  dépendantes  de  leur  liaison.  Je  con- 
sidérerai soigneusement^  dans  la  leçon  suivante,  les 
résultats  généraux  obtenus  jusqu'ici  par  les  géo- 
mètres ,  relativement  à  cet  ordre  de  recherches. 
Je  dois  donc  me  borner  strictement  ici  à  caracté- 
riser la  méthode  générale  d'après  laquelle  on  est 
parvenu  à  convertir  tous  les  problèmes  de  cette 
nature  en  de  pures  questions  d'analyse. 

Dans  cette  dernière  partie  de  la  dynamique ,  il 
faut  préalablement  établir  une  nouvelle  notion 
élémentaire ,  relativement  h  la  mesure  des  forces. 


^ 1 "•     
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vitesses  diflerentcsy  cliaciine  d  elles  doit  être  me- 
surée dnprcs  le  produit  de  la  masse  sur  laquelle 
elle  agit  par  la  vilessc  correspondante.  Ce  pro- 
duit, auquel  les  géomètres  ont  donne  communé- 
ment le  nom  de  quantité  de  mouvement  ^  déler- 
mine  cxaclemcnl,  en  effet,  la  force  d'impulsion 
d'un  corps  dans  le  choc  ,  la  percussion  propre- 
ment dite,  ainsi  que  h\ pression  qu'un  corps  peut 
exercer  conlre  tout  obstacle  fixe  à  son  mouve- 
ment. Telle  est  la  nouvelle  notion  élémentaire 
relative  à  la  mesure  générale  des  forces,  dont  il 
serait  pcul-élrc  convenable  de  faire  une  quatrième 
et  dernière  loi  fondamonlale  du  mouvement,  en 
tant  lUi  moins  que  celle  notion  nVst  point  réelle- 
ment suscopliblc  ,  comme  quelques  géomètres 
Tout  pensé  j  d'être  logiquement  déduite  des  no- 
tions précédentes,  et  ne  saurait  être  solidement 
établie  que  sur  des  considérations  physiques  qui 
lui  soient  profires. 

Celte  notion  préliminaire  étant  établie,  exami- 
nons maintenant  la  conception  générale  d'après 
laquelle  peut  être  traitée  la  dynamique  d'un  sys- 
tème quelconque  de  corps  soumis  à  l'action  de 
forces  quelconques.  La  difficulté  Cîiractéristique 
de  cet  ordre  de  questions  consiste  essentielle- 
ment dans  la  manière  de  tenir  compte  de  la  liai- 
son des  différens  corps  du  système,  en  vertu  de 
laquelle  leurs  réactions  mutuelles  altéreront  né- 


fcsvaircint-iil  l--s  moiivrmftnJi  pnipit^  que  chumc 
corps  |ir't.-ii<]rait,  s'il  élailseo) ,  par  l'iofliieiice  do 
furi-c.s  ijiii  le  sollicihint,  Miis  qu'on  »chc  nulle- 
nn'iit  '1  priori  t-n  quoi  pcui  consister  ocuc  altà^- 
iioti.  Aillai,  |iour  choisir  uii  exemple  trcs-simple, 
i'liit';iiiiii'>iriMiiiporUnt,  dans  lecclébrepmbléate 
ilii  nioiivciiK-iil  d'un  pendule  compose^  qui  a  hA 
l>i  iiiiiiivcinrnt  le  principal  sujul  de»  recherches 
<li'>  i;i'<)ir.>'lros  sur  ci*tte  partie  supérieure  du  la 
<lviKiiniijiic ,  il  est  évident  que,  |>ar  suite  delà 
li^iLsiiii  <'t.il>lii'  entre  les  cor[iK  ou  les  molÀrules les 
pin»  rnjifi['iii'li(.<s  du  point  de  suspension,  et  les 
cor|is  ou  1rs  molécules  qui  eu  sont  les  plus 
élol^f's,  il  s'exercera  une  reaction  telle  que  ni 


ym 
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veau  principe  particulier  relativement  à  chaque 
question  essentielle.  Telles  ont  élë  l'origine  et  la 
destination  des  diverses  propriétés  générales  du 
mouvement  que  nous  examinerons  dans  la  leçon 
suivante ,  et  qui ,  primitivement  envisagées  comme 
autant  de  principes  indépendans  les  uns  des  autres» 
ne  sont  plus  aujourd'hui ,  aux  yeux  desgéoDiétres» , 
que  des  théorèmes  remarquables  fournis  simulta- 
nément par  les  équations  dynamiques  fondamen- 
tales. On  peut  suivre >  dans  la  Mécanique  ana- 
lytique ,    l'histoire  générale   de  cette   série   de 
travaux ,  que  Lagrange  a  présentée  d'une  manière 
si  profondément  intéressante  pour  l'étude  de  la 
marche  progressive  de  l'esprit  humain*  Cette  ma- 
nière de  procéder  a  été  continuellement  adoptée 
jusqu*à  d'Alemberl^  qui  a  mis  fin  à  toutes  ces 
recherches  isolées ,  en  s'élevant  à  une  conception 
générale  sur  la  manière  de  tenir  compte  de  la  réac- 
tion dynamique  des  corps  d'un  système  en  vertu 
de  leurs  liaisons ,  et  en  établissant  par  suite  les 
équations  fondamentales  du  mouvement  d'un  sys- 
tème quelconque.  Cette  conception ,  qui  a  tou- 
jours servi  depuis  ^  et  qui  servira  indéfiniment  de 
base  à  toutes  les  recherches  relatives  à  la  dyna- 
mique des  corps ,  consiste  essentiellement  à  faire 
rentrer  les  questions  de  mouvement  dans  de  sim- 
ples questions  d'équilibre ,  à  l'aide  de  ce  célèbre 
principe  général   auquel  l'accord    unanmie  des 
TOME  I.  4^ 


«|câc  ics  lurces  iiooi 

iiupriiiic  s'il  eût  élé  libi 
rf^iriler  le  mouvement 
|)oaé  eu  deux^  dont  Tuu 
(ivement  lieu ,  et  dont  1' 
a  élé  détruit.  IjC  principe 
proprement  en  ce  que  toi 
dernier  genre ,  ou ,  en  d*a 
tîlés  de  mouvcniens  pcn 
diflerens  corps  du  systcmi 
Ibnt  nécessaii-ement  équi 
aux  conditions  de  liaison  c 
tâme  proposé.  Cette  luniii 
raie  a  été  d  abord  entrevue 
dans  un  cas  particulier;  ca 
la  considération  qu'il  eni] 
problème  du  pendule  coni 
la  quantité  de  mouvement 
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mer  immëdiatement  une  ëquaticm  susœplible  de 
déterminer  le  centre  d'oscillation  du  système  de 
poids  le  plus  simple.  Mais  cette  idée  n'était  y  pour 
Jacques  Bernouilli ,  qu'un  artifice  isolé  qui  n'aie 
rien  au  mérite  de  la  grande  conception  de  d'Alem- 
bert  y  dont  la  propriété  essentielle  consiste  dans 
son  entière  généralité  nécessaire. 

Eu  considérant  le  principe  ded'Alembcrt  sous 
le  point  de  vue  le  plus  philosophique,  ou  peut, 
ce  me  semble  y  en  reconnaître  le  véritable  germe 
primitif  dans  ia  seconde  loi  fondamentale  du 
mouvement  (voyez  la  quinzième  leçon),  établie 
par  Newton  sous  le  nom  d'alité  de  la  réaction 
à   l'action.  Le  principe  de  d'Alembert  coïncide 
exactement^  en  eflfet?  avec  celte  loi  de  Newlon, 
quand  on  envisage  seulement  un  système  de  deux 
corps ,  agissant  lun  sur  l'autre  suivant  la  ligne 
qui  les  joint.  Ce  principe  peut  donc  être  envisagé 
comme  la  plus  grande  généralisation  possible  de 
la  loi  de  la  réaction  ^ale  et  contraire  à  l'action  ; 
et  cette  manière   nouvelle  de  le  concevoir  me 
parait  propre  à  faire  ressortir  sa  véritable  nature, 
en  lui  donnant  ainsi  un  caractère  physique,  au 
lieu  du  caractère  purement  logique  qui  lui  avait 
été   imprimé  par  d'AIembert.   En  conséquence 
nous  ne  verrons  désormais  dans  ce  grand  principe 
que  notre  seconde  loi  du  mouvement  étendue  à 
un  nombre  quelconque  do  corps,  disposés  en- 
tr'eux  (l'une  manière  quelconque. 
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D'après  ce  principe  général,  on  couçoil  qtK 
toute  question  fie  dynamique  pourra  être  imia^ 
diatcmenl  convertie  en  une  simple  question  dr 
statique,  puiscju'il  suffira  de  former,  dans  chnqw 
cis,  les  équations  detjuilibrc  entre  les  inoD\^ 
mous  <iétruils;  re  qui  donne  la  certitude  noces- 
Mire  de  pouvoir  mettre  en  équation  un  problène 
quelconque  de  dynamique  .  et  de  le  fairt  atnii 
dépendre  uniquement  de  recherches  analytimtet. 
Mais  laformesouslnquellele  principe  de  d'Aleni- 
hert  a  été  primitivemcntoonçu  n'est  point  bplm 
riinvcnahle  pour  cffe*  tuer  avec  faeililë  cette  trant 
formation  fondamentale,  vu  la  grande  difficulté 
qu'on  éprouve  souvent  à  discerner  queJs  doirenl 
être   les  raouvemens  détrOits,   comme  on  peut 
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fl'Alembtii't,  envisagé  sous  ce  nouveau  poiul  de 
vue,  consiste  simplement  eu  ce  <jue  les  mouve- 
mens  efiectifs  conformes  à  la  liaison  des  corjis  du 
sysilèmc  tlevronl  nécessairement,  étant  pris  en 
sens  inverse ,  faire  toujours  équilibre  au^L  mouve- 
mens  primitifs  qui  résulteraienl  de  la  seule  action 
des  forces  proposées  sui-  chaque  corps  supposé 
libre;  ce  qui  peut  d'ailleurs  être  établi  directe- 
ment, car  il  est  évident  que  le  système  serait  en 
équilibre  si  on  imprimait  ù  chaque  corps  une 
quantité  de  mouvement  ^alc  et  contraire  a  celle 
qu'il  prendra  effectivemeul.  Celte  nouvelle  forme 
donnée  par  Eulcr  au  pi  iucijie  de  d'AIembert  est 
la  plus  convenable  pour  eu  faire  usaj^c,  comme 
ne  prenant  en  considération  que  les  mouvemens 
primitifs  et  les  mouvemens  elTcctifs,  qui  sont  les 
véritables  élémens  du  problème  dynamique ,  dont 
les  uns  coustituent  les  données  cl  les  autres  les 
inconnues.  Tel  est,  eu  effet,  le  poinl  de  vue  dë- 
linilif  sous  lequel  le  principe  de  d'AIembert  a  élë 
I.abituellement  conçu  depuis. 

Les  questions  relatives  au  mouvement  éUinl 
«insi  généralement  réduites ,  de  la  mauijrc  la  plus 
simple  possible ,  à  de  pures  questions  d'équilibre 
la  mclhode  la  plus  philosopliîque  pour  traiter  la 
dynamique  rationnelle  consiste  À  combiner  le 
principe  de  d'AIembert  avec  le  principe  des  vi 
■s  virtuelles,  qui  fournit  directement ,  comme 
l'avons  vu  dans  la  leçon  précédente,  toutes 
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vvhWiiI  (juc  ,  s:  luuU's  irs  forces  coolîmie»  pro|>P 
séeb  agi&seul  &uv  une  seule  molëcule,  Li  aaxe 
m  disparaît  de  t'éqiiniioD  générale  précédcnit^ , 
qui ,  m  di&tinguaDt  »é|Kirt;rueiiL  le  mouTcnKul 
virtuel  relatif  à  chaque  axe,  fournil  îmuiéiliale' 
iiicjit  tes  trois  équations  rondamco talcs  <HaUies 
ci-deuus  pour  le  mouvement  d'un  point,  llui, 
bifi)  qu'un  doive-  coaiiidërer  celte  filiatioo  ,  au 
laquelle  on  ne  coiice\'riiit  pas  loulc  1  ctonduer^^ 
detafonnulcgéndrale  de  1a  dynamique,  la  llteorie 
ilu  mouvement  d'une  seule  molécule  n'exige  |>oiBt 
vt-ri  Laidement  l'emploi  du  principeded'Aiemberi, 
qui  est  essenticllecaeut  destiné  Jkl'ctudedyDamiipie 
dc3  syMème6  de  cor)is.  Cette  première  théorie  e>^_ 
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^  COiisidur/ilions  pLiilosojiUiqiics,  siiuf  ]'iti(Jii.*aliou   | 
des  résultais  priucipaiis   cju'ellc  a  produits,  ' 
dont   nou.s  nous  occuperons  dans  la  leçon  ! 
vante.  Je  crois  cependant  devoir  rappeler  ^  cej 
sujet,  comme  une  conception  vraiment  relalivv.| 
à  la  méthode  l>ien  plus  qu'à  la  science,  la  dis* 
linction  nécessaire,  signalée  dans  la  leçon  précé- 
dente ,  entre  les  mouvcmeiis  de  translation  et  les 
niouveniens  de  rotation.  Pour  étudier  convcna- 
Mement  le  mouvement  d'un  système  quelcoiniue, 
il   faut,    en   effet,   l'envisager  comme  composé 
d'une  Iranslalion  commune  à  toutes  ses  parties  j 
et  d'une  rotation  propre  à  chacun  do  ses  points  ■ 
autour  d'un  certain   axe  constant    ou    variable. 
Par  des  motifs  de  simplification  analytique  dont 
nous  aurons  occasion,  dans  la  leçon  suivante, 
d'indiquer  l'origine,   les  géomètres   considèrent 
toujours  de  pré'érence  le  mouvement  de  rotation 
d'un  système  quelconque  relativement  à  son  cen- 
tre de  gravitéj  ou  ,  pour  mieus  dire,  à  sou  centre 
des  moyennes  distances,  qui   présente,  sous  ce 
rapport,  des  propriétés  générales  très-remsrqiia^jJ 
blés,  dont  la  découverte   est  due  à  Euler.  ! 
lors  l'analyse  complète  du  mouvement  d'an  sys- 
tème   animé    de    forces    quelconques    consiste 
essentiellement  :  i  <>  à  déterminer  à  choque  instaut 
B||r  vitesse  du  centre  de  gravité  et  la  direction  dans 
^Bbquelle  il  se  meut ,  ce  qui  sufiît  pour  faire  con- 
^■ttiître ,  comme  nous  le  conslalerons .  tout  ce  qui 
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concerne  la  translation  du  système;  i"  i  déUT- 
minci-  pgalcnKnt  à  chaque  inslant  U  directiou 
(lo  l'axe  insUulané  de  rotation  [tassant  |jar  le  cen- 
tre <ie  fçravilé ,  et  la  vitesse  de  rotation  de  chaque 
{larUc  du  système  autour  de  cet  axe.  Il  e«t  clair , 
en  cflcl,  qufî  toul/>s  les  circonstance*  secondaires 
du  mouvrmi^nl  pourront  rufccssaircment  âtredé* 
duiles ,  dans  chaf{iie  cas,  de  ces  doux  déteimina- 
tioQs  principales. 

Li  formule  générale  de  la  dynamique ,  établie 
ci -dessus,  est  cridemnimt ,  i>ar  sa  nnture,  tout 
aussi  dirccleinent  applicable  au  mouvem'-iit  drs 
Aaidesqu'.^  celui  dessolides,  pourvu  qn'o»  pronue 
convenablement  en  considération  les  conditions 
qui  cnractcriseni  l'état  fluide,  soit  liquide,  soil 
gazeux ,  ce  que  nous  avons  en  occasion  d'indiquer 
dans  la  leçon  précédente  au  sujet  do  l'équilibre. 
Aussi  d'AIcmbert ,  après  avoir  découvert  le  prio- 
ci|>c  fon<  la  mental  qui  lui  a  permis ,  vu  les  prc^riîs 
de  la  statique ,  de  traiter  dans  sou  enscmlile  la 
dyoamitjue  d'an  système  quclfconque ,  en  a-t-il 
fait  immédiatement  application  à  l'élahlissentent 
deséiptationsf^éncralesdumouvcmi'nides  fluidet» 
entièrement  inconnues  jusqu'alors.  Ces  équations 
s'obtiennent  surtout  avec  une  grande  facilité  d'à- 
ppès  le  princijw  des  vitesses  virtuelles,  ici  qu'il 
est  exprimé  par  In  fornuile  gént^rate  prcoédeitte. 
Cette  partie  de  ta  dynamique  oe  laisse  doue  rçel- 
letnent  hen  h  désirer  sous  le  rappm-l  concret^fit 
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ne  prcseotc  plus  que  des  difficultés  purement 
analytiques ,  relatives  à  rint^ration  des  équations 
aux  différences  partielles  auxquelles  on  parvient. 
Mais  il  faut  reconnaître  que  cette  intégration  gé- 
nérale offrant  jusqu'ici  des  obstacles  insurmonta- 
bles, les  connaissances  effectives  qu'on  peut  dé-, 
duire  de  cette  théorie  sont  encore  extrêmement 
imparfaites^  même  dans  les  cas  les  plus  simples; 
ce  qui  nous  semblera  sans  doute  inévitable ,  en 
considérant  la  grande  complication  que  nous  avons 
déjà  reconnue  à  cet  égard  dans  les  question^  de 
pure  statique ,  dont  la  nature  est  cependapt  bien 
moins  complexe.  Le  seul  problème  de  l'écoule- 
ment d'un  liquide  pesant  par  un  orifice  donné  » 
quelque  facile  qu'il  doive  paraître ,  n'a  pu  encore 
être  résolu  d'une  manière  vraiment  satisfaisante. 
Afin  de  simplifier  suffisamment  les  recherches 
analytiques  dont  il  dépend  y  les  géomètres  ont  été 
obligés  d'adopter  la  célèbre  hypothèse  proposée 
par  Daniel  Bernouilli^  tous  le  nom  AepamlléUsme 
des  tt^nchesy  qui  permet  de  ne  considérer  le 
mouvement  que  par  tranches  y  au  lieu  de  devoir 
l'envisager  molécule  à  molécule.  Mais  cette  hypo- 
thèse,  qui  consiste  à  regarder  chaque  section 
horizontale  du  liquide  comme  se  mouvant  en  to- 
talité et  prenant  la  place  de  la  suivante^  est  évi- 
demment en  contradiction  formelle  avec  la  réalité 
dans  presque  tous  les  cas,  excepté  dans  un  petit 
nombre  de  circonstances  choisies  pour  ainsi  dire 


cifiTeMénical,  ItWito'ft'^^Mimciiicas  laléraai 
ilonl  une  tdle  faypotbfac  fait  cotuplétenientab»^ 
tntclion ,  cl  Joal  IVu^ienoe  aeiuiUe  impose  né- 
cesMÛr«neuI  la  loi  d'étudier  iaolêmeot  te  mooTC- 
lamt  de  cbatpc  roolétnilc!.  La  science  géoénle 
de  rhydrodyoamicjuc  ac  pcal  dune  réeUematl 
être  eacon  eav'isaf^éc  que  comine  éuiit  à  sa  naù- 
Mincc,  méoïc  rcl-itivemenl  aux  liijutdcs ,  et  a  pins 
foctc  raJMMi  i  l'^nl  des  gaz.  Mai&  il  importe 
éniineiniiiciit  de  reconnaître ,  d'un  autre  cdt^, 
que  tous  le»  grands  travaux  qui  restent  à  faire  som 
Rc  rapport  consistent  (^^seiilielleiiient  dans  le* 
progri*»  de  la  seule  analyse  m^lhéinaliqtie,  l« 
cnualiousfondaraculalesdii  mouvement  de»fliiides 
élanl  irrcvocnlilemcnt  établies. 

Après  avoir  considère  soua  ses  divers  aspects 
principauK  lt>  caractère  général  de  la  méthode 
vu  mccvique  ratiounclle,  et  indiqué  coinnienl 
toutcîi  les  qucstiuRK  qu'elle  peut  olTnr  se  rcdnuent 
à  des  recherches  puremcul  analytiques,  il 
reste  maintenant ,  pour  compléter  l'i 
losopbique  de  cette  science  fondamentale, 
viMi^cr,  dans  la  leçon  suivante,  les  résiUlats 
ci]>aux  otitenus  |kar  l'esprit  humain  en  proi 
ainsi ,  c'esl-à-dire  les  propriétés  générales  let 
plus  ruQiarquahlcs  de  l'équilihre  et  du  mouve- 
ninit. 


■  se  rédntsM^^I 
il  >^^^| 
exajBeo  ^^^H 
^nule,  i^^l 
fsiUlatsf^^^l 
:n  procé^^^H 

'«•«Mtrfilfht    IM  ' 
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DIX-HUITIEME   LEÇON. 


SovMAïUE.  Considérations  sur  les  théorèmes  gëne'rtuz  de 

mécanique  rationnelle. 


Le  but  et  l'esprit  de  cet  ouvrage,  aussi  bien 
que  son  étendue  naturelle,  nous  interdisent  né- 
cessairement ici  tout  développement  spécial  rela- 
tif à  l'application  des  équations  fondamentales  de 
l'équilibre  et  du  mouvement,  à  la  solution  effec- 
tive d'aucun  problème  mécanique  particulier* 
Néanmoins ,  on  ne  se  formerait  qu'une  idée  in- 
complète du  caractère  philosophique  de  la  méca- 
nique rationnelle  envisagée  dans  son  ensemble,  si, 
après  avoir  convenablement  étudié  la  méthode^ 
on  ne  considérait  enfin  les  grands  résultats  théo- 
riques de  la  science,  c'est-à-dire  les  principales 
propriétés  générales  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment découvertes  jusqu'ici  par  les  géomètres ,  et 
qui  nous  restent  maintenant  à  examiner.  Ces  di- 
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mécanique  ratioiiuellc  a 
tciiiatiquc  déiuiilif ,  chaci 
cipes  a  clé  ramené  à  li  être 
rènw  plus  ou  moins  génc 
des  lliéories  fondamentale 
dynamique  abstraites  :  c 
|K>int  de  \uepIiilosophiqu 
enYÎsngcr  ici.  Commenço] 
portent  à  la  statique. 

Le  théorème  le  plus  n 
déduit  jusqu'à  présent  des 
l'équililirc  est  la  célèbre 
ment  découverte  par  l'on 
ré(|ui]ibre  des  corps  pesant 
ment  en  ce  que,  quand  ui 
de  corps  pcsans  est  dans  sa 
son  centre  de  gravité  est  n< 
point  le  plus  l)as  ou  le  plus 
hâtivement  à  toutes  les  p( 
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d'^uilibre  connues  de  tous  les  systèmes  de  poids 
considérés  jusqu'alors*  Mais  les  considérations  gé- 
nérales d'après  lesquelles  il  a  tenté  ensuite  de  la 
démontrer  directement  sont  réellement  peu  sar 
tisfaisantes ,  et  offrent*  un  exemple  sensible  de  la 
nécessité  de  se  défier^  dans  les  sciences  mathéma- 
tiques,  de  toute  idée  dont  le  caractère  nest  point 
parfaitement  précis  ,  quelque  plausible  quelle 
puisse  d'ailleurs  paraître.  En  effet  le  raiSonne*- 
ment  deTorricelli  consiste  essentiellement  à  re-^ 
marquer  que  la  tendance  naturelle  du  poids  étant 
de  descendre ,  il  y  aura  nécessairement  équilibré 
si  le  centre  de  gravité  se  trouve  placé  le  plus  bas 
possible.  L'insuffisance  de  cette  considération  est 
évidente,  puisqu'elle  n'explique  point  pourquoi 
il  y  a  également  équilibre  quand  le  centre  de  gra- 
vité est  placé  le  plus  haut  possible ,  et  qu  elle  ten- 
drait même  à  démontrer  que  ce  second  cas  d'équi- 
libre ne  peut  exister ,  tandis  que ,  sous  le  point 
de  vue  théorique ,  il  est  aussi  réel  que  le  premier, 
quoique,  par  le  défaut  dé  stabilité,  on  ait  rare- 
ment occasion  de  l'observer  dans  la  pratique«Âinsi, 
pour  choisir  im  exemple  trè&-simple, laloi d'équi- 
libre d'un  pendule  exige  que  le  centre  de  gravité 
du  poids  soit  placé  sur  la  verticale  menée  par  1^ 
point  de  suspension ,  ce  qui  offre  une  vérification 
palpable  du  théorème  de  Torricelli  ;  mais ,  quand 
on  fait  abstraction  de  la  stabilité  .  il  est  évident 
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nur  i;e  centre  (le  gravité  peut  d'aîlleur»  être  indif* 
l'croin tuent  au-dessus  au  au-dessous  du  point  de 
5us))ciisiun ,  l'équilibre  ayant  également  lieu  dans 
les  <Il'u\  cas, 

La  véritable  démonsIratiOD  générale  du  théo- 
l'èiiic  de  Toirici'Ui  consiste  à  le  déduire  duprio- 
i!i{M-  t'oKilumental  des  vitesses  virtuelles,  qui  le 
fournit  immédiatenicnl  avec  la  plus  grande  fâd- 
lité.  Il  Millit ,  en  eSet,  pour  cela,  dap{di<[uer 
clinxtcnicnt  ce  principe  à  l'équilibre  d'un  système 
qiiclc<>ii<[iic  de  corps  pesans ,  à  l'égard  duquel  il 
donne  :iiissilùi  l'équation 
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verticale  du  centre  de  gravite  du  sysi^mc  est  alors 
un  maximum  ou  un  minimum ,  comme  l'indique 
le  tliëorimc  de ToriiceUi. 

Cette  important!)  propriëtë  ,   indêpcndammeni 
du  grand  inl£râti]u'eile  présente  sous  le  point  de 
vue  physique,  peut  même  être  avantageusement 
employée  pour  tacîlitei-  la  solution  générale  de 
plusieurs  problèmes  essentiels  de  statique  ration- 
nelle, relativement  aux  corps  pesans.  Ainsi ,  par 
exemple ,  elle  sulEt  i\  l'entière  résolution  de  la 
célèbre  question  de  la  cltàineUe ,  c'est-ù-dirc  de 
ta  figure  que  prend  une  chaîne  pesante  suspendue 
à  deux  points  fixes  ,  et  ensuite  librement  aban- 
donnée à  la  seule  iuflueiicc  de  la  gravité,  en  la 
supposant  parfaîLemeni  Oexible,  et  de  plus  ïnex- 
Icusihlu.  En  ciTct  1  le  théorème  de  Torricelli  in- 
diquant alors  que  le  ccntro  de  gravité  doit  être 
placé  le  plus  bas  possible  ,  le  problème  appartient 
immédiatement  à  la  théorie  générale  des  isopéri- 
mètres ,  indiquée  daii^la  huitième  leçon,  puis- 
qu'il se  réduit  à  détemiinci-  ,  parmi   toutes  les 
courhcÂ  de  même  contour  tracées  entre  lesdcui 
points  lî\es  donnés,  quiOle  est  celle  qui  jouit  de 
^kiBtle  propriété  caractéristique ,  que  la  hauteur 
^MBTticale  de  sou  centre  de  gravité  totale  soit  un 
^^mùiinutm,  condition  ijui  suBlt  [wur  déterminer 
^HfHliplctement ,  à  l'aide  du  calcul  de»  varîaltous  , 
^^nquation  diiTéretitielle,  et  ensuite  l'équalioi^  liuîe 
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uuc  importante  généralisa 
Maupertuisy  qui,  sous  le 
a  découvert  une  propriété 
lilire,  dont  celle  ci-dessui 
qu*uu  simple  cas  particulic 
pesanteur  terresti-c,  ou  à 
dite  f  ([uc  s  applique  la  loi  t 
Celle  de  Maujierluis  s*étend 
les  forces  attractives  qui  pe 
corps  d'un  système  quelco; 
fixes  I  ou  les  uns  vers  les  auti 
tion  quelconque  de  la  distai 
la  direction ,  ce  qui  compre 
forces  naturelles.  On  sait  qi 
pression  PS p-i-P'i /?'+  e 
mier  membre  de  l'équatiop 
virtuelles ,  se  trouve  nécessa 
une  différentielle  exacte.  Pai 
cipe  des  vitesses  virtuelles  < 
meut  en  ce  que  la  variatio" 
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C'est  en  cela  que  consiste  la  loi  de  Mauperluïs  , 
considérée  sous  le  point  de  vue  le  plus  général .  et 
déduite  ainsi  directement  avec  une  extrême  sim- 
plicité du  principe  fondamental  des  vitesses  vir- 
tuelles,  qui  doit  nécessairement  renfermer  impli- 
citement toutes  les  propriétés  auxquelles  peut 
donner  lieu  la  théorie  de  1  équilibre.  Le  théorème 
de  Maupertuis  a  été  présente  par  Lagrangc  sous 
un  aspect  plus  concret  et  plus  remarquable ,  en  le 
rattachant  à  la  notion  des^orces  vives ,  dont  nous 
nous  occuperons  phis  bas.  Lagrange,  considérant 
que  J'inlégrale  I  PS  p  envisagée  par  Maupertuis 
est  nécessairement  toujours,  d'après  la  théorie  ana- 
lytique générale  du  mouvement,  le  complément 
de  la  soiitme  des  forces  vives  du  système  à  une 
certaine  constante,  en  a  coqcIu  que  cette  somme 
de  forces  vives  est  un  minimum  lorsque  l'inté- 
grale précédente  est  un  maximum  ,  et  réciproque- 
ment. D'après  cela,  le  théorème  de  Maupertuis 
peut  être  envisagé  plus  simplement  comme  con- 
sistant en  ce  que  la  situation  d'équilibre  d'un 
système  quelconque  est  constamment  celle  dans 
laquelle  la  soumie  des  forces  vives  se  trouve  être 
maximum  ou  un  minimum.  11  est  évident  que, 
ms  le  cas  particulier  de  la  pesanteur  terrestre, 
cette  loi  coïncide  exactement  avec  celle  de  Tor- 
ricelli ,  la  force  vive  étant  alors  égale ,  comme  on 
t,  au  produit  du  poids  par  la  hauteur  verticale 


tion  fonda  Dieu  la  le  d< 
hilité  (le  l'équilibre. 
être  stable  ou  instab 
infiniment  peu  écart 
peut  tendre  à  y  rev< 
après  un  certain  ne 
anéanties  par  ta  résis 
meua,  etc. ,  ou  bien 
s'en  éloigner  de  plus 
que  dans  une  nouvel! 
Ce  que  nous  appelé 
repos  d'un  corps  n' 
que  Yéquilibre  stable 
que  les  géomètres  1c 
posent  un  corps  qui  j 
force ,  ne  saurait  évif 
ture ,  où  il  ne  peut 
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cicK  La  firoprieté  générale  que  nom  coiisidcroiis 
inaiiitonaiit  t  l'i  dont  ia  licmonstratioii  cotiiplétc 
est  due  à  l^grange  ,  ooiisJsLP  isn  ce  (juc ,  dans  un 
système  i{uelconquc  ,  l'équilibre  est  sîaiile  ou 
instable,  suivant  que  l'ini^ralc  eiivisiigéc  par 
Maupertuis,  et  qui  a  étc  indiquée  ci-dessus,  se 
trouve  être  un  minimum  ou  un  maximum f  ou , 
ce  qui  revicni  au  même  ,  comme  uous  l'avons 
dit ,  suivant  que  la  somme  des  forces  viwa  csl  un 
maximum  ou  un  minimum.  Ce  beau  théorème 
de  mécanique  ,  appliqué  au  cas  le  plus  simple  et 
le  plus  remarquable  ,  .'i  celui  de  l'équilibre  des 
corps  pesant  considéré  par  Tori'icclli ,  apprend 
alors  que  le  système  est  dans  un  élat  d'c'tpiilibre 
stable,  quand  le  centre  de  cavité  cslplacé  le  plus 
bjs  possible,  et  dans  un  état  d'équilibre  instable 
quand,  au  contraire,  le  centre  de gravitéest  placé 
le  plus  haut  possible ,  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier 
directement  pour  les  systèmes  les  moins  compli- 
«jués.  Ainsi ,  par  exemple  ,  l'équilibre  d'un  pen- 
dule csl  évidemment  stable,  quand  le  centre  de 
gravité  du  poids  se  trouve  être  situé  au  dessus  du 
point  de  suspension,  et  instable  quand  il  est  an 
dessous.  Oe  même  ,  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution ,  posé  sur  lui  plan  horizonlal  ,  est  en 
équilibre  stable  quand  il  repose  sur  le  sommet  de 
sou  [lelitaxe,  etcn  équilibre  instable  quand  c'csl 
Mur  le  sonunct  de  son  ^mvi  axe.  La  seul^  observa- 
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t:ommc  Jcs  conséquences  immédialcs  de  l'étjua-  j 
tîoii  {générale  de  la  dynamique,  déduite  de  la  j 
combinaison   du    principe    d'Alcml>ei't  avec   le  1 
[ii-incipe  des  vitesses  virtuelles ,  telle  que  nous  j 
l'avons  exposée  dans  la  leçon  précc'dente.  On  doi^ll 
mettre  au  nombre  des  avantages  les  plus  sensibles 
de  cette  nictliodc ,  comme  Lagrange  l'a  justement 
remarqué,  celle  facilité  qu'elle  offre  pour  la  dé- 
monstration de    ces  grands  théorèmes  de  dyna- 
mique dans  leur  plusgrande  généralité ,  démons- 1 
(ration  à  laquelle  ou  ne  pouvait  autrement  par-l 
venir   que  par    des  considérations  indirectes    eti 
fort   compliquées.   Néanmoins  la  nature  de  ce" 
cours  nous  interdit  d'indiquer  spécialement  ici 
chacune  de  ces  démonstrations ,  et  nous  dévoue 
uous  borner  à  considérer  seulement  les  divers  ; 
résultats. 

Le  premier  théorème  générât  de  dynamique  ^ 
est  celui  que  Newton  a  découvert  relativement 
au  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système 
quelconque,  et  qui  est  habituellement  connu 
sous  le  nom  àc  principe  de  la  conservation  du 
mouvement  du  centre  de  giavité.  Newton  a  re- 
connu le  premier  et  démontré  par  des  considéra- 
tions extrêmement  simples,  au  commencement 
fcde  son  grand  traité  des  princifies  nuUhémati<iues 
Vde  la  philosophie  naturelle ,  que  l'action  mu- 
tuelle des  corps  d'un  système  les  uns  sur  les  au- 


trioes  t{ue  ces  actions  réS 
oxtCrieurc»  du  syslénic  M 
des  forces  iruiuitaoct»,  I 
tcra  toujours  îiiiiatibik-  M 
ment  eu  ligiu;  druilc.  D1 
ocralisc  cette  |)roi>rick!,  il 
lêntiou  ijoe  puUse  iuU-ol 
des  cor)»  du  systénie  iLinl 
eut)  deux,  h  cealrc  del 
aflix:lc,  et  <{ue  son  inouvcn 
comme  &i  toutes  lesfoiee 
directcuieot  applitiu^  psi 
tioa,  cpieUcs  que  soient  les 
sjTStioie,  et  en  su^ipooml) 
«ente  aucuu  jiomt  Ëxe.  C 
tlëinontrcr,  en  dê\-elo|4wui 
oénile  de  la  dyncniique  , 
^u  mouvement  detfanaja 
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on  l'eûl  couçue  aiiimêc  de  toutes 
les  forces  extérieures  du  système.  Le  principal 
avaiiUige  de  ce  beau  théorème  est  de  pouvoir 
ainsi ,  cii  ce  qui  concerne  le  mouvement  du  cen- 
tre de  gravite,  faire  rentrer  le  cas  d'un  corps  ou 
d'un  système  quelconciue  dans  celui  d'uue  molé- 
cule unique.  Comme  le  mouvcmeutdc  translation 
d'un  système  doit  être  estimé  [)ar  le  mouvement 
de  son  centre  de  gravité ,  on  parvient  doue  de 
cette  manière  à  réduire  la  seconde  partie  de  la 
dynamique  à  la  première  pour  tout  ce  qui  ae  rap- 
porte auxmouvemensde  translation,  d'où  résulte, 
ainsi  qu'il  est  ntsé  de  le  sentir,  une  importante 
simplification  daus  la  solution  de  tout  problème 
dynamique  particulier ,  puisqu'on  peut  alors 
n^ligcr,  dans  celte  partie  de  la  reclierche,  les 
cflets  de  l'action  mutuelle  de  tous  les  corps  pro- 

f'S)  dont  la  détermination  eonsli tue ordinaire- 
l  la  principale  difticulté  de  c]iaque  question, 
o  ue  se  fait  pas  commuuémeAl  une  assez,  juste 
de  l'entière  généralité  théorique  d<'s  grands 
résultats  de  la  mécanique  rationnelle,  qui  sont 
nécessairement  applicables,  par  eux-mêmes,  ^ 
tous  les  ordres  de  phénomènes  ualucels,  puisque 
nous  avons  reconnu  quelcs  lois  fondamentales  sur 
lesquelles  repose  tout  l'édiûce  systématique  de 
la  science  ne  souffrent  «l'exception  dans  aucune 
classe  quelconque  de  phénomènes ,  et  constituent 
lits  les  plus  généraux  de  l'univers  réel,  quoi- 
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lion  aurait  suBi  sans  doute  pour  distingoer  les 
deux  états  dins  des  cas  »ussi  simples.  Mai»  la 
tliùorie  la  plus  ))rol'onde  a  été  nécessaire  pour  dé- 
voiler aux  géomètres  que  cette  distiuctîou  fonda- 
mentale était  (paiement  applicable  aux  systèmes 
les  plus  composés,  en  montrant  que  1ors<|ue  l'in- 
tci;ra]e  relative  h  la  somme  des  montens  virtuels 
est  un  minimum  ,  le  système  ue  peut  faire  autour 
de  sa  situation  d'équilibre  que  des  oscillations 
trè»-pctites  et  dool  l'étendue  est  déterminée, 
taudis  que,  si  cette  intégrale  est,  au  contraire, 
un  maximum,  ces  oscillations  peuvent  acquérir 
et  acquièrent  en  efict  une  étendue  fiuic  et  quel- 
conque, n  est  d'ailleurs  inutile  d'avertir  que,  par 
leur  nature,  ces  propriétés,  ainsi  que  les  prëcé- 
clcnles,  ont  lieu  dans  les  fluides  tout  aussi  bicti 
que  dans  les  solides,  ce  qui  est  paiement  leca- 
ractère  de  toutes  les  propriétés  mécaniques  géné- 
rales à  l'examen  desquelles  nous  avons  destiné 
cette  leçon. 

Considérons  maintenant  les  théorèmes  gén^ 
raux  de  mécanique  relatifs  au  mouvement. 

Depuis  que  ces  propriétés  ont  cesse  d'être  en- 
visagées comme  autant  de  principes  ,  m  qu'on 
n'y  a  vu  que  de  simples  résultats  nécessaires  des 
théories  dynamiques  fondamentales,  la  niauière 
la  plus  directe  et  la  plus  convenabl»;  de  les  éublir 
consiste  aies  présenter,  ainsi  que  l'a  fait  Lagraoge, 
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comme  Jcs  coiiséqueuccs  immédiates  de  l'é<]ua- 
tioii   générale  de  la  dynamitjiie,  déduite   de   in 
combinaison   du    principe    d'Alembert  avec   le 
principe  des  vitesses  virtuelles,  telle  que  nous 
lavousexposée  dans  la  leçon  préccdenle.  Ou  doi^^ 
mettre  au  nombre  des  avantages  les  plus  sensibles 
de  cette  méthode ,  comme  Lagran^e  l'a  justement 
remarqué,  cette  facilité  qu'elle  offre  pour  la  dé- 
moiistratiou  de    ces  grands  théorèmes  de  dyna-   . 
miquc  dans  leur  plus  grande  généralité ,  démons- 
tration h  laquelle  on  ne  pouvait  autrement  par-  | 
venir   que  par    des  considérations  indirectes    et  ] 
fort    compliquées.   Néanmoins  la  nature  de  ce  I 
^iirs  nous  interdit  d'indiquer  spécialement  ici  J 
jshacune  de  ces  démonstrations ,  et  nous  devons  j 
lUS  borner  h  considérer  seulement  les  divenj 
sultats. 

Le  premier  théorème  génial  de  dynamiquif 
t  celui  que  Newton  a  dcîcouvert  relativement  1 
lU  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  sysiî-mej 
quelconque,  et  qui  est  habituellcmcui  couna<l 
lUS  ie  nom  de  principe  de  fa  conservation  riuM 
.ouvemenl  du  centre  de  gravité.  Newton  a  rfr-^ 
innu  le  premier  et  démontré  par  des  considéra- 
tions extrêmement  simples,  au  commenccmeill 
ie  son  grand  traité  des  principes  inaûiéiiiati<iues  . 
de  la  philosophie  naturelle ,  que  l'action  mU^ 
.Uclle  des  corps  d'un  système  tes  uns  sur  \es  au- 


Iriocs  que  cet  «cttouA  récil 
citcrieures  du  ^yttèuK  «el 
de»  furccaiiutânlBoëe»,  kl 
ter;a  Utujoura  iiituiubile  ml 
ment  eu  li^ix-'  droile.  D'A! 
ii(.-niIiiM-celu.-pro{irictL-,  cil 
«îralion  que  |)ui»dc  iulrodl 
de»  coi|i(i  du  symémcdansl 
euh  d'cui,  le  ceulrc  de(j 
idïecié,  et  (juc  son  muuvcnic 
comiiio  si  toute»  ïvs  foices 
directciuenl  ap]>lic]iiéc«piiri 
tion,  c|UellcKqu(.'BuitrJitlcs£ 
système,  et  en  supjtosuitM 
senti:  uuciin  point  fixe.  C'« 
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densée  ,  et  qu'on  l'eût  coaçuu  aiiiuiée  ilc  toutes 
les  forces  extérieures  du  système.  Le  prmclpal 
avautage  de  ce  beau  lliéorèuie  est  de  pouvoir 
ainsi ,  en  ce  qui  concerne  le  mouvement  du  cen- 
tre de  gravite,  faire  rentrer  le  cas  d'un  corps  ou 
d'un  système  quelconque  dans  celui  d'une  molé- 
cule unique.  Cumme  le  mouvement  de  translation 
d'un  système  doit  être  estimé  [).ir  te  mouvement 
de  son  centre  de  gravité,  on  [tarvietit  donc  de 
celte  manière  h  réduire  la  seconde  partie  de  la 
dynamique  à  la  première  pour  tout  ce  qui  te  rap- 
porte aux  mouvemensdc  translation,  d'oii  résulte, 
ainsi  (jn'il  est  aiNé  de  le  sentir,  une  importante 
simplification  dans  la  solution  de  tout  problème 
dynamique  particulier  ,  puisqu'on  peut  alors 
négliger,  dans  cette  partie  de  ta  recherche,  les 
effets  lie  l'action  mutuelle  de  tous  les  corps  pro- 
posés, dont  la  détermination  constitue  ordinaire- 
ment la  pi-incipalc  difliculté  de  cliaquc  question. 
On  ue  se  fait  pas  couimuuémenl  une  assez  juste 
idée  de  l'entière  généralité  tliéorique  di's  grands 
résultais  de  la  mécanique  rationnelle,  qui  sont 
nécessairement  applicajdes,  pr  eux-mêmes,  à 
tous  les  ordres  de  phénomènes  naturels,  puisque 
nous  avons  reconnu  queles  lois  fontlamentales  sur 
lesquelles  repose  tout  l'édilicc  synématique  de 
la  science  ne  souffrent  d'exception  dans  aucune 
classe  quelconque  de  phénomènes,  cl  constituent 
les  laits  les  plus  généraux  dcl'imivcrs  réel,  quoi- 
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sislance  Pt  le  frottement  du  sol  sur  lequel  il  se 
meut,  ou  ilu  fluidcqui  le  contient?  On  petitfnire 
des  remarques  exa<;lement  analogues,  relative- 
ment îi  toutes  les  autres  propriétés  dynamiques 
générales  qui  nous  restent  à  considérer,  et  pour 
cliacune  desquelles  je  me  dispenserai,  par  con- 
séquent ,  d'indiquer  spécialement  son  applicabi- 
LiLé  nécessaire  aux  corps  vivans  aussi  bien  qu'aux 

i  inertes. 
'  Le  second  théorème  général  de  dynamique 
consiste  dans  le  célèbre  fit  important  principe 
des  aires ,  dont  la  première  idée  est  due  à  Kepler, 
qui  dérouvrit  et  démontra  i'oit  simplement  cette 
propriété  pour  le  cas  du  mouvement  d'une  molé- 
cule unique ,  ou  en  d'autres  termes  ,  d'uo  corps 
dont  tous  les  points  se  meuvent  ident it^ement. 
Kepler  établit ,  par  les  considérations  les  plus  élé- 
inenlaires,  que  si  la  force  accélératrice  totale 
dont  une  molécide  est  animée  tend  constam- 
ment vers  un  point  fixe ,  le  rayon  vecteur 
du  mobile  décrit  autour  de  ce  point  des 
aires  égales  en  temps  égaux,  de  telle  sorte  qiie 
l'aire  décrite  au  Iiout  d'un  temps  quelconque 
HBTOÎt  proportionnellement  à  ce  temps  II  tll  voir 
^Bni  outre  que,  réciproquement ,  si  une  semblable 
relation  a  été  vérifiée  dans  le  mouvement  d'un 
corps  jiar  rapport  i  un  certain  point,  c'est  une 
preuve  sufllsante  de  l'action  sur  ce  corps  d'une 
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tic  Ixiplacc ,  une  propri<^té  généraip  «Ui  moiivc- 
nicïtit  analogue  à  unedecellesdelequilibre,  puis- 
i^u'ii  consisie  alors  en  ce  que  CPtle  somme  des 
niomeus,  nulle  dans  le  cas  de  lequilibrc,  est 
constante  dans  le  cas  du  mouvement.  C'est  ainsi 
que  ce  théorème  a  (île  trouve  par  Euler  et  par 
Daniel  Bernonilll. 

Quelle  que  soit  rinicrprétation  concrète  qu'on 
juge  convenable  de  lui  donner ,  il  est  une  simple 
conséquence  analytique  directe  de  la  formule 
générale  de  la  dynamique.  Il  suffît,  pour  l'en  dé- 
duire, de  développer  cette  formule  enfonnantles 
équations  qui  se  lapporient  au  mouvement  de 
rotation,  et  dans  lesquelles  on  apercevra  immé- 
diatement l'expreïsionanaly  tique  du  théorème  des 
aires  ou  des  motaeas ,  en  .lyant  é^rd  aux  condt- 
tîonsci-de&sus  indiquées.  Sous  le  rapport  analyti- 
que, on  peut  dire  que  l'util  i  te  de  ce  théorème 
consiste  essentiellement  à  fournir  dans  tous  les 
cas  trois  intégrales  premières  des  équations géné- 
i-ales  du  mouvement  qui  sont  par  elles-mêmes  du 
second  ordre,  ce  qui  tend  à  faciliter  singulière- 
ment la  solution  dcBnitive  de  chaque  problème 
dynamique  particulier. 

Le  théorème  des  aires  suHil  pour  déterminer, 

dans  le  mouvement  général  d'un  système  rjuel- 

^^Onque,  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  mouvemens 

^Kle  rotation,  comme  le  théorème  du  centre  de  gra- 
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\  iic  (tt'tornut»!  tout  ce  qui  est  relatif  ans  moufe- 
liions  <)e  truiislatton.  Ainsi,  par  la  seule  combi- 
iiaisoii  (le  CCS  deux  propriétés  générales,  on  pour- 
i-alt  procéder  à  l'élude  complète  du  mouvement 
d'un  système  qudcouquc  de  corps ,  soit  qoaot  i 
h  tiaiislation,  soit  quanta  la  rotation. 

Je  ne  dois  pas  négliger  de  signaler  sommaire- 
iiH'iiL  ici ,  au  sujet  du  théorème  des  aiies,  b 
c-lai'ié  iitcspéiée  et  la  simplicité  admirable  q» 
M.  Poiusot  V  a  introduites  en  j  appliquant  n 
coiicrptiou  tondaiiienlalc  l'elative  aux  nionvemeiu 
lie  rotation  ,  que  nous  avons  considérée  soui  le 
)>oinl  du  vue  statique  dans  la  seizième  Icçou.  £n 
subsiiluaut  aux  aires,  ou  aux  momcns  considéra 
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tlans  le  beau  nietnoirc  de  M.  Poînsot  sur  les  pi-o- 
priéids  des  moraens  et  des  aires,  cjui  se  Irouve 
anne\é  k  sa  S tatitfue ,  avec  qunlle  facilité  il  est 
parvenu,  d'après  celte  lu  mineuse  conception,  noi^ 
seulement  à  rendre  élém^nlaire  une  théorie  jits- 
qu'alors  fondée  sur  la  plus  haute  analyse,  mats  ^ 
découvrir  à  cet  éj^ard  de  nouvelles  propriété 
générales  très-remarquables,  que  nous  ne  devons 
pointconsidéi-erici,  et  qu'il  eiltété  difficile  d'ob^ 
tenir  par  les  méthodes  antérieures. 

Le  théorème  des  aires  a  élé,  pour  l'illuslre  Lar 
place ,  l'origiac  de  la  découverte  d'une  autre  pro- 
priété dynamique  liès-remarquahle,  celle  de  ce 
qu'il  a  nommé  le  plan  invariable  ,  dont  la  con- 
sidération est  surtout  si  importante  dans  la  méca- 
nique céleste.  La  somme  des  aires  projetées  par 
tous  les  corps  du  système  sur  un  plau  quelconque 
étiint  constante  en  un  temps  donne ,  Laplace  a 
cherché  la  direction  du  |d.in  à  l'égard  duquf^ 
celle  somme  se  trouvait  élrc  la  plus  grande  pos- 
sible. Or,  d'après  la  manière  dout  ce  plan  de  la 
plus  grande  aire  ou  du  jihis  grand  moment  est  dë- 
Icrminé,  Laplace  a  démontré  cjue  sa  dircctioncst 
nécessairement  indépendante  de  la  réaction  mu- 
tuelle des  différentes  parties  du  système,  en  sorte 
que ,  par  sa  nature,  ce  plan  doil  rester  continuel- 
lement invariahlr,  quelles  qUe  puisseiil  jamais 
être  leji  altérations  introduites  dans  la  situation  de 

TOMi;    1,  l\% 


lu;  ues  tel 
i  et  niéniJ 
une  prcnl 
ii]u  pour  ql 


>^flLO-iuc' solaire,  [)uiM|Uv, 
mouveinutis  ctilestes,  il  m 
Uo  avaatage  d'avoir  ud  U 
cfssairvmpiil  fixe,  À  trave 
que  l'action  muLuclIc  de  i 
suliir  lisLOs  la  suite  des  lei 
leura  rcvolutions 
bites,  ce  i|ui  est  une 
ment  îudispensablu  pour  q| 
teiucti  t  counaî  tre  eu  quoi  co 
Malheureiueaieiit  oous  ai 
oiarqticr  que  l'incertitude 
qu'ici  relativement  à  Ja  vil 
données  essentielles ,  ne  n 
de  dcierniiner  avec  toute  li 
siiuatioii  de  ce  plan.  Mais  c 
cation  ii  afTecle  en  aucune 
ce  Ix-'au  théorème,  consid« 


MA  THEMATIQUES.  7  t5 

à  dâ  naturellement  y  transporter  sa  coa- 
crptioii  propre  relati ventent  à  la  théorie  générale 
desair«5  ou  dcsmoinens.  Il  a  d'abord  considérable- 
inent  simplifié  la  notion  fondamentale  deceplan. 
de  façon  à  la  rendre  aussi  élémentaire  qu'il  est 
possible,  en  montrant cju'un  tel  plan  n'est  réelle- 
ment autre  chose  que  le  plan  du  couple  général 
résultant  de  tous  les  couples  engendrés  par  les 
diiïcreutcs  forces  du  système ,  ce  qui  le  défini! 
immédiatement  par  une  propriété  dynamique  tn 
sensible,  au  lieu  de  la  seule  propriété  géométrique 
du  maximum  des  aires.  Quand  une  conception 
quelconque  a  été  vraiment  siiiiplifiéc  dans  sa  na- 
iture,  l'élaboration  en  élaut  par  cela  même  l'acili- 
tée  ,  elle  ne  saurait  manquer  tle  prendre  plus  d'ex- 
tension et  de  conduire  à  des  résultats  nouveaux  : 
telle  est,  en  effet ,  la  marche  ordinaire  de  l'esprît 
humain  dans  les  sciences,  que  les  théories  les  plus 
fécondes  en  découvertes  n'out  été  le  plus  souvent, 
à  leur  origine^  qu'un  moyen  de  rendre  plus  sim- 
ple la  solution  de  questions  déjà  traitées.  Le  Ira- 
Tail  que  nous  considérons  ici  eu  a  offert  une  nou- 
velle preuve.  CarlatliéoricdeM.PoinSDla  permis 
d'introduire  un  plus  haut  degré  de  précision  dans 
la  détermination  du  plan  invariable  propre  à  notre 
système  solaire,  en  signalant  et  recti&aut  une  im- 
Ttante  lacune  que  Laplace  y  avait  laissée.  Ce 
id  géomètre,  en  calculaui  la  situation  du  plan 
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laque  molécule  par  le  carié  de  sa  distance  ù 
l'axe  autour  duquel  le  corps  tourne,  intégrale 
dont  la  considéra  lion  doit  évidemment  être  très- 
essentielle  ,  puisqu'elle  peut  éti-e  Daturenement 
regardée  comme  la  mesure  exacte  de  l'énergie  de 
rotation  du  corps.  Quand  In  masse  proposée  est 
homogène,  ce  moment  d'inertie  se  détermine 
comme  les  autres  intégrales  analc^ucs  relatives  à 
la  forme  d'un  corps  ;  lorsque ,  au  contraire ,  celte 
masse  est  hétérogène ,  il  faut  de  plus  connaître  Is 
loi  de  la  densité  dans  les  diverses  couches  qui  U 
composent,  et,  à  cela  près,  l'intégration  n'est 
alors  seulement  que  [Jus  compliquée.  Cette  no- 
tion étantélahliej  Euler,  conijtarant.  en  général, 
les  momens  d'inertie  d'un  même  corps  quelcon- 
que par  rapport  h  tous  les  axes  de  rotation  imagi- 
nables passant  eu  un  point  donné  ,  détermina  les 
axes  relalivcmcnt  auxquels  le  moment  d'inertie 
doit  être  un  maximum  ou  un  minimum  ,  en  con- 
sidérant surtout  ceux  qui  se  coupent  au  centre  de 
gravité,  et  qui  sedistinguentence  qu'ils  produisent 
nécessairementdes  moraeus  moindres  quesi,avecla 
même  direction ,  ils  étaient  placés  partout  ailleurs. 
Il  découvrit  ainsi  qu'il  existe  consiainnicat ,  en 
on  point  quelconque  d'un  corps,  et  particuliè- 
rement au  centre  de  gravité  ,  trois  axes  rectan- 
gulaires ,  tels  que  le  moment  d'inertie  du  corps 
tM  un  maximum  h  l'égard  de  l'un  d'enu-e  eux,  et 
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pendiculairesenireeux,  ce  qui  a  lieu,  par  exemple, 
dans  une  spkère  homogène ,  où  l'on  peul  re^ 
der  comme  des  axes  permanens  de  rotation  louS'  ' 
les  systèmes  d'axes  rectangulaires  passant  par  le  | 
centre.  Il  y  aurait  encore  un  certain  degré  d'in- 
détermination si  le  corps  était  ui>  solide  de  révo- 
lution, l'ase  géométrique  étant  alors  un  des  axes 
dynamiques  principaux  ;  mais   les   deux   autres 
pouvant  évidemment  être  pris  à  volonté  dans  im 
pian  perpendiculaire  au  premier.  La  détermina- 
tion des    axes   principaux    présente    souvent  de  \ 
grandes  difficultés  en  considéraut  des  corps  de  1 
figure  et  de  conslilution  quelconques  ;  mais  elle 
s'effectue  avec  une  extrême  facilite  dans  les  cas 
peu  compliqués,  que  la  mécanique  céleste  nous 
présente  heureusement  comme  tes  plus  communs. 
Par  exemple  dans  un  ellipsoïde  homogène,  ou 
même  seulement  composé  de  couches  semblables 
et  concentriques  d'inégaJe  densité,  mais  dont  cha- 
une  est  homogène ,  tes  trois  diamètres  conjugués 
■rectangulaires  sont  eux-mêmes  les  axes  dynami- 
ques principus  :  le  moment  d'inertie  du  corpsi 
est  un  maximum  relativement  du  plus  petit  de  ces  * 
diamètres,  et  un  nim/mum  à  l'égard  du  plus  grand. 
Quand  les  axes  principaux  d'un  corps  on  d'un 
_p  système  sont   déterminés  ainsi  que  les   momci;s 
Qu'inertie  correspondans ,  si  le  système  ne  tourne 
B^  autour  de  l'un  de  ces  axes,  Ëulcr  »  établi  des 
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fbrmfiles  générales  Irés'siinplrs,  qui  roptooniui 
tre  cooslaïunieat  les  uuyles  que  doit  faire  avec  w) 
la  droilc  autour  de  liqiieJlc  s'exécute  sfwnliM'- 
méat  la  rotatiou  instantanée ,  et  la  valeur  du  mu- 
raenl  d'inertie  qui  synipporte,  ce  qui  suJ&t|Miu 
l'analyse  complète  du  mouvement  de  rotation. 

Tels  sont  le^  tliéor£nit>{;éiiéraux  de  d^Danùque 
qui  se  rapportent  directL-nieot  i  l'emièrc  détermî- 
natiou  du  mouvement  d'un  corps  ou  d'un  n'Aéne 
quelconque,  soit  quant  ih  la  tnaslalion^Koitipanl 
h  la  rotation.  Mais  outre  ces  propriétés  fonda- 
mentales, les  gêomèlres  en  ont  encore  découwan 
[ilusieur-s  autres  très- {générales ,  qui,  suis  tov 
aussi  stiiclemeut  indispensables,  rucriteotniign- 
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évée  et  vicieuse  à  la  fameuse  distinction  intro- 
iluite  par  Leïbnitz  entre  les  forces  mortes  et  les  1 
forces  7we4,  tenta  vainement  d  ériger  ce  théorème 
en  une  lot  primitive  de  la  nature,  tandis  qu'il  ne 
saurait  être  qu'une  conséquence  plus  ou  nioias 
générale  des  tliëones  dynamiques  fondamentales. 
Les  travaux  les  plus  imporuns  dbnt  cette  pro- 
priété du  mouvement  ait  été  le  sujet  sont  certai- 
nement ceux  de  l'illustre  Daniel  Bernouilli  ,  qui 
donna  au  théorème  des  forces  vives  sa  plus  grande 
extension ,  ainsi  que  la  forme  systémutique  sous 
laquelle  nous  le  concevons  aujourd'hui ,  et  qui  eu 
lût  smlout  un  si  heureux  usage  pour  l'étude  du 
BtBOUvementdes  fluides. 

^B  On  sait  que,  depuis  Leïhaitz,  les  géomètres 
"-appel lent^ôrce  vi^e  d'un  corps  le  produit  de  sa 
masse  par  le  carré  de  sa  vitesse,  en  faisant  d'ail- 
leurs complélement  abstraction  des  considérations 
trop  vagues  qui  avaient  conduit  LeïhnitZiiformer 
une  telle  expression  Le  théorème  général  que 
nous  envisageons  ici  consiste  en  ce  que  quelques 
altérations  qui  puissent  survenir  dans  le  mouve- 
ment de  chacun  des  corps  d'un  systèmequelcotique 
en  vertu  de  leur  action  réciproque,  la  somme  des 
forces  vives  de  tous  ces  corps  reste  constanimeut 
la  même  en  un  temps  donné.  C'est  ce  qu'on  dé- 
montre aujourd'hui  avec  lapins  grande  facilité 
4'après  les  équations  fondamentales  du  mouvement 
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d'an  système  quelconque ,  et  suriout ,  comme  l'i 
fait  Lagrange,  t;n  parlant  de  la  formule  génénte 
de  la  dynamique  exposée  dans  la  leçon  précédente. 
Sous  le  point  de  vue  analytique,  l'extrême  attlitê 
de  ce  beau  théorème  consislc  cssentiellemcjii  en 
ce  qu'il  fournit  toujours  d'avance  une  premim 
équation  finie  entre  les  masses  et  les  vitesses  de^ 
différcns  corps  du  système.  Cette  relation,  «pii 
f>cui  être  envisagée  comme  une  des  intégndcs  dé- 
finitives des  équations  difTéreuttelles  du  mouve> 
ment,  suffii  à  l'entière  solution  du  proUèmc, 
toutes  les  fois  qu'il  est  réductible  À  la  détcnoi- 
nation  du  mouvement  d'un  seul  des  corps  que  l'on 
considère,  détermination  qui  s'effectue  alors  avec 
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perle  de  forces  vives  é^aie  i  la  somiiio  des  forces 
vives  duesaux  vitesses  perdues  par  ce  changement. 
Ainsi  le  théorème  de  la  conservation  des  forces 
vives  n'a  lieu  tju'autant  que  le  mouvement  du  sys- 
tème varie  seulement  par  (Itérés  inseiisihles,  ou 
qu'il  ne  survient  de  choc  qu'entre  des  corps  doués 
d'une  élasticité  parfaite.  Cette  importante  consi- 
dération complète  la  notion  générale  qu'on  doit  se 
former  d'une  propriété  aussi  remarquable. 

Dejtous  les  grands  théorèmes  de  mécanitjue 
rationnelle,  celui  que  nous  venons  d'envisager 
,«8t  sans  eontreditleplus  important  pour  les  appli- 
cations à  la  mécanique  industrielle;  c'est-à-dire 
en  ce  qui  concerne  la  théorie  du  mouvement  des 
machines,  en  tant  qu'elle  est  susceptible  d'être 
ëublie  d'une  manière  exacte  et  précise.  Le  théo- 
inie  de^  forces  vives  a  commencé  à  fournir 
jusqu'ici ,  sous  ce  point  de  vue ,  des  indicatious 
générales  très-précieuses,  qui  ont  été  surtout  pré- 
sentées avec  une  netteté  et  une  concision  parfai- 
tes dans  le  travail  de  Carnot,  auquel  onn'aajouté 
»  depuis  rien  de  vraiment  essentiel.  Ce  théorème 
présente  directement,  en  effet,  la  considération 
dynamique  d'une  machine  quelconque  sous  son 
véritable  asi)ect,  en  montrant  que^  dans  toute 
transmission  et  modification  du  mouvement  effec- 

ttuéc  par  une  machine,  il  y  a  simplement  échange 
de  force  vive  entre  la  masse  du  moteur   et  celle 
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du  corps  hi  mouvoir.  Cet  ëchaDge  aeriitcomplfl, 
c'eM-à-dire  toute  la  force  vive  du  moteur  serai 
utilisée  en  évitant  tes  ebangeniciis  brusques,  si 
les froltemens ,  la  résisbnoe  des  milieux,  eu., 
n'en  absorbaient  nécessairement  une  {«rtîOD  pins 
ou  moins  «onsidérable  suivant  que  la  madÛM 
est  plus  ou  moins  compliquée.  Cette  notion  nxt 
dans  tout  son  jour  l'absurdité  de  cetju'on  a  ^ce- 
lé le  mouvement  peqiéluel  ,  eu  indiquant  taèac 
d'une  manière  générale  h  quel  insunllamachioc 
abandomiéc  à  sa  t^eule  impulsion  primitive  ilMt 
s'arrêter  spontanément;  mais  cette  alisontit^  <9t 
d'ailleurs  de  sa  nature  telletnent  sensible  , 
quliuygliens  avait,  au  contraire  ,  fondé  en  par- 

t>A    sn      itÀninnOr^linn     fin     tt>i£r>r>Âm»     Ain  fnnw -^ 
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menl,  d'après  les  lois  du  mouvement  vertical  des 
corps  pesans,  à  une  force  vive ,  et  non  h  une  quan- 
lilé  de  niouvemeot.  Sous  ce  point  de  vue,   l.-^ 
fameuse  discussion  soulevée  par  Leïknit&an  sujcfc  I 
des  forces  vives,  età  laquelle  prirent  part  tousles  ' 
grands  géomètres  de  cette  époque,  ne  doit  point 
élre  regardée  comme  aussi  dépourvue  de  réalité 
que  d'Alemberl  a  paru  le  croire.  On   s'était  sana,  , 
doute  mépris  en  pensant  que  la  mécanique  ration**  | 
netic  était  intéressée  dans  cette  contestation,  quh4 
ne  saurait  en  effet ,  selon  la  remarque  de  d'Alem- 
berl ,  exercer  sur  elle  la  moindre  influence  réelle. 
Le  point  de  vue  lliéorii{ue  et  le  point  de  vue  pra- 
tique n'avaient  pas  été  assez  soigneusement  sépa^ri 
rés  par  les  géomètres  qui  suivirent  cette  discu»^^ 
sion.  Mais,  sous  le  seul  point  de  vue  de  la  niéc:i— 
nique  industrielle  ,  elle  n'eu  avait  pas  moins  une 
vérilaljle  importance.   Elle   pourrait   même  être 
HMilement  reprise  aujourd'hui,  car  les  oitjeclions 
^M{ii>  ont  été  faites  contre  la  mesure  vulgaire  de  la 
valeur  dynamique   des  moteurs    méritent  d'élre 
prises  en  sérieuse  considération ,  vu  qu'il  semble 
en  effet  peu  rationnel  de  preudre  pour  unité  un 
I  mouvement  qui  n'est  point  uniforme. 

Mais,  quelque  décision  qu'on  finisse  par  adop- 
ter sur  cette  contestation  non-terminée ,  l'appli- 
cation du  tliéorème  des  forces  vives  n'en  conser- 
vera pas  moins  toute  son  importance  pour  montrer 
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nous  »on  vrai  jour  U  du»ttuatioR  récUe  des  tnachi- 
>ies,  en  prouraol  que  iiccessairccDent  die»  (uni 
perdre  eu  viUsse  on  eu  lenifis  ce  cjn'dics  foni 
gngner  eu  force  ou  rcciprocjuenient ,  de  IclIcMirtc 
{{uc  leur  utilité  confrislc  cssealiellciuciil  À  érliao- 
{^er  les  uns  dans  les  autres  les  divers  facteun  Ai 
l'efTet  k  produire ,  sans  pouvoir  jamais  iHugmenter 
par  cIlcs-tnilniesdaDS  sa  totalité  ,  et  en  lui  faisaol 
constamment  sutiir  au  coutraire  une  inêvitiliie 
dnniiiution,  ordinairemcui  très-tiolalile.  Il  etl 
douteux,  du  reste,  <£Ut'  l'appliciition  de  ce  tliifu- 
rème  puisse  i^  aucune  cjKiijue  être  ponssée  Ixnii- 
coup  plus  loin  (juc  les  indications  générales dece 
«enre,  car  le  vérlublc   calcul  à  priori  de  l'effet 
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emouvcment  d'un  système  quelconque  pré^l 
Esentc  une  autre  propriété  générale  très-rem ar>*J 
Equable,  quoique  moins  iniporUinte,  soit  sous  lef 

rapport  analytique,  soit  surtout  sous  le  rappoii 
ft))hysique,  que  celle  qui  vient  d'être  examinée  t 
c'est  la  propriété  exprimée  par  le  célèbre  tliéoi 
fjénéral  île  dynamique  auquel  Maupertuisadonm 
Ja  dénomination  si  vicieuse  âe  principe  de  i 
moindre  action. 

La  filiation  des  idées  au  sujet  de  cette  décou-^ 
Fjrérte  remonte  à  une  époque  très  éloignée ,  car  les 
l'géoinélres  de  l'antiquité  avaient  déjà  fait  quelques 
Kjcmarqucs    qu'on   peut    concevoir     aujourd'hui 
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r  h  nature ,  se  compose  de  déni  clanei  d« 
:rch»  très- dirfïrïn les ,  les  nnea  dj'naiiiiquei,  les  autres  %(o- 
télriques.  Les  premières  ont  pour  objet  la  du  le nni nation  i 
I  plus  convenables,  afin  d'utiliser  autant  que 
forces  molricei  données  ;  c'est-à-dire  d'obtenir  entre  la  foiW 
du  corps  â  mouvoir  et  celle  du  moteur   le  rapport  le 
rapprocbi'  de  l'Anilc-  en  ayant  c'gard  aui  modiricslions  eiï. 
dans  la  Wlcue  par  ta  deatinalion  connue  de  b  macbine.  Qui 

autres ,  on  s'y  propose  de  changer  ï  volonti^ .  à  I 
,^£canisme  convenable ,  les  lignes  décrites  par  les  points  d'appU- 
llion  des  forcej.  En  un  mol,  le  mouvement  est  modifia,  diiu 
quant  h  son  itilensitc;  dam  les  autres,  quant  ksa  direc- 
tion. Les  premières  >e  rapportent  \  une  doctrine  enlièremeat 
neu*c,  auiDJet  de  laquelle  il  n'a  encore  ete  produit  aucune  con- 
ception directe  et  vraiment  rationnelle.  Il  en  est  ï  peu  près  de 
même  pour  les  autres,  qui  dépendent  de  cette  ^'orn«bVe  </e  «T 
I  entrevue  par  Leïbnili ,  mais  qui  n'a  fait  jusqu'ici  pr« 
m  progrès.  Je  ne  connais,  à  cet  c'gaiJ,  d'au 
qu'une  inge'nieuse  considération  élémentaire  prâentée  p 
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comme  équivalentes  à  la  Térification  de  ce  tliéo- 
rioie  dans  le  cns  particulier  le  plus  sîniplo.  Ptolc- 
iiléc,  «Il  effet ,  ohservc  csprc»M^niuit,  quant  à  b 
loi  de  la  reflexion  de  la  lumière,  que  par  la  ni' 
lure  de  celte  loi,  la  lumière  en  se  niflechiiwit 
se  trouve  suivn^  le  plus  court  cliemiii  possiiil« 
)>our  |iarvenir  d'un  point  i  un  autre.  Loranir 
Dcscartcset  SoL-llius  cucmidccouvcrtlsloirédlr 
de  la  i-(?fiaction ,  Fermai  rcchcrcba  si  on  ne  pour- 
i-ail  point  y  arriver  à  priori  d'après  quelque  con- 
sidération analogue  A  la  remarque  de  PtolÀnée. 
Le  minimum  ne  pouvant  alors  avoir  lieu  reiili- 
vemcntàla  longueur  du  chnnûn  parcouru,  pni»- 
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que  la  route  vecltliguccûtélcpossil>le<Ii)U(>ce cas, 
Fermât  ]>ré!iiiu)a  ({u  il  existerait  à  l'égard  du  temps. 
Il  SI!  proposa  donc,  en  regardant  la  route  de  1« 
lumière  comme  composée  de  deux  droites  diiXé- 
rentes ,  séparées ,  sous  uti  aii^le  îuconuu,  ù  la  sur- 
face du  corps  rétViugeui,  quelle  devait  être  celle 
directiou  relative  pour  t|ue  le  temps  employé  par 
la  lumière  dans  sou  trajet  fût  le  nioiiidre  possi- 
ble ,  et  il  eut  le  bonheur  de  trouver  d'après  celte 
seule  considération  une  loi  de  la  réfraction  exac- 
tement couforme  à  celle  directemeui  déduite  des 
observations  par  Snelliuset  par  Descartes.  Celte 
belle  solution  est  d'ailleurs  éminemment  remar- 
([uabk'ilansl  bisloiregénéraledes  progrès  de  1  ana- 
lyse uiatbématitjue ,  comiue  ayant  ptfert  à  PWmat 
la  première  application  importante  de  sa  célè- 
bre métbode  de  niaximis  et  minimis,  qui  contieitt 
le  véritable  germe  primitif  du  calcul  diiférenliel . 
La  companiison  de  la  remarque  de  Ptoléméc 
avec  le  travail  de  Fermât  envisage  sous  le  point 
de  vue  dynamique,  devint  pour  Maupertnis  la 
base  de  la  découverte  du  théorème  que  nous  con- 
sidérons. Quoiqaegaré,  bien  plus  que  conduit, 
par  de  vagues  considérations  métaphysiques  sur  la 
prétendue  économie  des  forces  dans  la  ualui-c,  il 
finit  (Kir  arriver  à  ce  résultat  important ,  que  la 
trajectoire  d'un  corps  sotmiis  à  l'action  de  forces 
quelconques  devait  nécessairement  être  lelle,  que 
TOME  I.  49 
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rème  général  étant  fondée  sur  le  théorème  des 
forces  vives,  il  est  inévitablement  assujéti  aux 
mêmes  limitations  que  celui-ci. 

Outre  la  belle  propriété  du  mouvement  conte- 
nue dans  cette  proposition  remarquable ,  on  con^ 
çoit  que  9  sous  le  rapport  analytique ,  elle  peut 
être  envisagée  comme  un  nouveau  moyen  de 
former  les  équations  différentielles  qui  doivent 
conduire  à  la  détermination  de  chaque  mouve- 
ment spécial.  Il  suffit,  en  effet  ;  conformément 
à  la  méthode  générale  des  maocima  et  tm'nima 
fournie  par  le  calcul  des  variations,  d'exprimer 
que  la  somme  précédemment  indiquée  est  un 
maximum  ou  un  minimum  (soit absolu,  soit  re- 
latif suivant  les  cas),  en  rendant  sa  variation  nulle. 
Lagrange  a  expressément  montré  comn^ent , 
d'après  cette  seule  considération ,  on  peut ,  en 
général,  retrouver  la  formule  fondamentale  de 
la  dynamique.  Mais  ,  quelqu'utile  que  puisse  être 
en  certains  cas  une  telle  manière  de  procéder,  il 
ne  faut  point  s'exagérer  sou  importance  ;  car  on 
ne  doit  pas  perdre  de  vue  qu'elle  ne  fournit  par 
elle-même  aucune  intégrale  finie  des  équations 
du  mouvement;  elle  se  borne  seulement  à  établir 
ces  équations  d'une  autre  manière,  qui  peut  quel- 
quefois être  plus  convenable.  Sous  ce  rapport ,  le 
théorème  de  la  moindre  action  est  certainement 
moins  précieux  que  celui  des  forces  vives.  Quoi 
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propriété  dynamique ,  et  même  ea  leur  fournis- 
sant à  cet  ^rd  quelques  indications  vagues. 
L'esprit  de  ce  cours ,  tel  que  nous  1  avons  déjà 
expressément  signalé ,  et  tel  qu'il  se  développera 
déplus  en  plus  parla  suite  ^  nous  prescrit ,  en 
effet  y  de  regarder ,  en  thèse  générale  »  les  hy- 
pothèses théologiques  et  métaphysiques  comme 
ayant  été  utiles  et  même  nécessaires  aux  pro- 
grès réels  de  l'intelligence  humaine ,  en  soute- 
nant son  activité  aussi  long -temps  qu'a  duré 
l'absence  de  conceptions  positives  d'une  géné- 
ralité suffisante.  Mais ,  alors  même ,  les  nom- 
breux inconvéniens  fondamentaux  inhérens  à 
une  telle  manière  de  procéder  vérifient  claire- 
ment qu'elle  ne  peut  être  envisagée  que  comme 
provisoire.  L'exemple  actuel  en  offre  une  preuve 
sensible.  Car,  sans  l'introduction  des  considéra- 
tions exactes  et  réelles  fondées  sur  les  lois  géné- 
rales de  la  mécanique  y  on  disputerait  encore , 
ainsi  que  le  remarque  Lagrange  avec  tant  de  rai- 
son y  sur  ce  qu'il  faut  entendre  par  la  moindre 
action  de  la  nature ,  la  prétendue  économie  des 
forces  consistant  tantôt  dans  l'espace ,  tantôt 
dans  le  temps,  et  le  plus  souvent  n'étant  en  effet 
ni  l'une  ni  l'autre.  II  est  d'ailleurs  évident  que 
cette  propriété  n'a  point  ce  caractère  absolu  qu'on 
avait  d'abord  voulu  lui  imposer,  puisqu'elle 
éprouve  dans  un  grand  nombre  de  cas  des  restric- 
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tioii5  déterminées.  Mais  ce  qui  rend  surlool 
manifeste  le  vice  radical  des  consjdératîoDspiv 
tnitives ,  c'est  ijuc  ,  d'après  l'analyse  exacte  de  U 
question  irailee  parLagrange,  on  voit  que  Tis- 
l<Jgraleci-dossiis  définie  n'esl  nullement  as»i)tUic 
U  être  nécessaircfueiil  on  minimum  ^  el  qu'elle 
peut ,  au  contraire ,  dire  tout  aussi  bien  un  ituii- 
mifti ,  comme  il  arrive  cScciivemcnt  en  ccrtaùi» 
CQS>  le  véritable  théorème  général  consistant  ko- 
lemciit  (.'Il  ce  qtic  la  variation  de  f%lte  intf^Ie 
esl  nulle  :  qui-  devient  alors  l'économie  des  forces, 
de  quelque  mnnicrc  qu'on   préieudc  caraclériHT 
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dentés,  et  qui  mérite  cependant ,  à  un  aussi  haut 
d^rë  f  de  fixer  notre  attention ,  soit  par  sa  beauté 
intrinsèque  ,  soit  surtout  par  Timportance  et 
l'étendue  de  ses  applications  aux  problèmes  dyna- 
miques les  plus  difficiles.  Il  sagit  du  célèbre 
théorème  général  découvert  par  Daniel  Bernouilli, 
sur  la  co-exisience  des  petites  oscillatioîis.  Voici 
eu  quoi  il  consiste. 

Nous  avons  vu ,  en  commençant  cette  leçon , 
qu'il  existe,  pour  tout  système  de  forces,  une 
situation  d'équilibre  ^to6/e^  celle  dans  laquelle 
la  somme  des  forces  vives  est  un  des  maximum  , 
suivant  la  loi  de  Maupertuis  généralisée  par  La- 
grange.  Quand  le  système  est  infiniment  peu  écarté 
de  cette  situation  par  une  cause  quelconque,  il 
tend  à  y  revenir^  en  faisant  autour  d'elle  une 
suite  d'oscillations  infiniment  petites,  graduelle- 
ment  diminuées  et  bientôt  détruites  par  la  rési- 
stance du  milieu  et  les  f rottemens ,  et  qu'on  peut 
assimiler  h  celles  d'un  pendule  d'une  longueur 
convenable  soumis  à  l'influ(^nce  d'une  gravité 
dclermince.  Mais  plusieurs  causes  différentes 
peuvent  faire  simultanément  osciller  le  système 
de  diverses  manières  autour  de  la  position  de  sta* 
bililé.  Cela  posé,  le  théorème  de  Daniel  Ber- 
nouilli  consiste  on  ce  que  toutes  les  espèces  d'os- 
rillations  infiniment    petites  produites    par   ces 
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lieu  sans  confusion  entre  lesdiifërentes  ondes  so- 
nores,  avait  ëyidemment  été  souvent  observée, 
puisqu'elle  est  une  des  bases  essentielles  du  mé- 
canisme de  noire  audition;  mais  elle  paraissait 
inexplicable;  on  n'y  voit  plus  maintenant  <{u'une 
conséquence  inmiédiate  du  beau  théorème  de 
Daniel  Bernouilli. 

En  considérant  ce  théorème  sous  le  point  de 
vue  le  plus  philosophique ,  on  ne  le  trouve  peutr 
être  pas  moins  remarquable  par  la  manière  dont 
il  r^ulte  des  équations  g^érales  du  mouvement^ 
que  par  son  importance  analytique  ou  physique. 
En  effet  cette  co-existenco  des  divers  ordres  dW 
ciUatioiis  infiniment  petites  d'un  système  quel- 
conque,  autour  de  sa  situation  de  stabilité ,  a  lieu 
parce  que  l'équation  différentielle  qui  exprime  la 
loi  de  l'un  quelconque  de  ces  mouvemensse  trouve 
éti-e  linéaire ,  et  conséquemment  de  la  classe  de 
celles  dont  Fint^rale  générale  est  nécessairement 
la  simple  somme  d'un  certain  nombre  d'intégrales 
particulières.  Ainsi ,  sous  le  rapport  analytique, 
la  superposition  des  divers  mouvemens  oscilla- 
toires a  pour  cause  l'espèce  de  superposition  qui 
s'établit  alors  entre  les  différentes  int^rales  cor- 
respondantes. Celte  importante  corrélation  est 
certainement ,  comme  l'observe  avec  raison  Ija* 
l>Iace,  un  des  plus  beaux  exemples  de  cette  har- 
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aaopic  nécessaire  entre  r.ibstrajl  et  le  coocrd, 
dont  la  philosophie  mathéoMlique  nous  a  offert 
tant  de  vcrilicttions  iidniinibles. 

Telles  sont  les  principales  considéraiions  pfai- 
]o$opIu(]uc5  rclntivcs  aux  diScrcns  tbdorèmes  gé- 
néraux découverts  jusqu'ici  daua  la  mécaDiquc 
ratioDnellc,  el  qui  tous  dérivent ,  comme  de  «iti- 
ples  déductions  analytiques  plus  ou  moins  éloi- 
gnées ,  des  lois  fondamentales  du  mouvemoot sur 
le-squcllcs  repose  le  syslwnc  entier  de  la  science 
phoronoDurjue.  I/examea  sommaire  de  ce»  ibco- 
rèmes,  dont  rctiscmblc  constitue  un  des  monn- 
mcns  les  plus  imposaiis  de  l'activité  de  l'intelli- 
gence humaine  convenablement  dirigée  ,   était 
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tique  y  soit  quant  à  ses  conceptions  aljstraites ,  soit 
quant  à  ses  divers  ordres  de  considérations  con- 
crètes y  soit  enfin  quant  à  la  corrélation  intime  et 
permanente  qui  existe  nécessairement  entre  les- 
unes  et  les  autres.  Je  regrette,  vivement  que  les  li- 
mites dans  lesquelles  j  ai  dû  me  renfermer,  vu  la 
destination  de  cet  ouvrage,  ne  m  aient  point  permi» 
de  faire  passer ,  autant  que  je  l'aurais  désiré,  dans 
l'esprit  du  lecteur  mon  sentiment  profond  de  la 
nature  de  cette  immense  et  admirable  science , 
qui,  base  nécessaire  de  la  philosophie  positive 
tout  entière,  constitue  d'ailleurs  évidemment, 
en  elle-même,  le  témoignage  le  plus  irrécusable 
de  la  portée  du  génie  humain.  Mais  j'espère  que 
les  penseurs  qui  n'ont  pas  le  malheur  d*êlre  entiè- 
rement étrangers  à  cette  science  fondamentale 
pourront ,  d'après  les  réflexions  que  j'ai  indiquées, 
parvenir  à  en  concevoir  nettement  le  véritable 
caractère  philosopliique. 

Pour  présenter  un  aperçu  vraiment  complet  de 
la  philosophie  mathématique  dans  son  état  actuel , 
j'ai  indiqué  d'avance  (voyez  la  5'  I^eçon  )  qu'il  me 
reste  encore  à  considérer  une  troisième  branche 
de  la  mathématique  concrète,  celle  aui  consiste 
(lans  l'application  de  l'analyse  à  l'étude  des  phé- 
nomènes ihermologiques  ,  dernière  grande  con- 
quête de  l'esprit  humain  ,  due  à  l'illustre  amî 
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dont  je  d^ore  la  perte  rccenU! ,  l'immortel  Fou- 
rier ,  qui  vient  de  tai&ser  dans  le  ntondeMvant  une 
si  profonde  lacuuc ,  lon^t-temps  dcuinée  à  ctrede 
jour  tia  jour  plus  fortemeiii  aenlie.  MuJt,afinâe 
Dc  ra'éi;arter  que  le  moins  possible  de«  habitude» 
encore  uaiTersdlcmcnt  adoptcc8,|i«i  anaonoéqoe 
\e  croYais  devoir  ajourocr  cet  important  examea 
jusqu'à  ce  que  l'ordre  naturel  des  considérationt 
cx[)o»ces  daus  cet  ouvrage  nous  ait  cotiduiu  à  la 
partie  dc  la  pLysi<{ue  qui  Lratle  dc  la  ibermologict 
Quoiqu'une  telle  transposition  ne  M>it|K)iDtvm- 
taltltinicnt  ratiouoelle  ,  il  neo  saurait  rànller 
cependant  qu'un  inconvéuicnt  secondaire,  l'ap- 
préciation pliUoaophique  que  te  préseatcnii  ayuM  ^ 
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ryclopétlique  ligoureusemenl  déterminé  dans  la 
seconde  leçon  ,  d'après  la  nalurc  apcciate  de  cha- 
cune des  classes  principales  de  phénomènes  que 
nous  avons  établies,  et,  par  conséquent,  en  com- 
mençant jur  les  phénomènes  astronomiques  à 
l'élude  approfondie  desquels  la  science  mathéma- 
tique estéminemraentdestinée. 


FIN     DU     TOHI!    PIIEHIBII. 
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